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CAPITULO 1
CONCEPTOS BASICOS

1.1 Introduccién

La dinamica de estructuras es aquella parte de la mecanica aplicada que desarrolla
métodos para el estudio del comportamiento de estructuras sujetas a la accién de
vibraciones. El estudio de la dinamica de los cuerpos deformables, puede realizarse
desde dos enfoques: uno denominado determinista en el cual a través de las ecuaciones
de la mecanica clasica aplicada sobre un modelo estructural continuo o discreto se
obtiene la solucién analitica o numérica a las ecuaciones que gobiernan el problema.
Otro enfoque es el denominado no-determinista (estocastico-aleatorio) que toma en
cuenta la aleatoriedad de las cargas y del comportamiento mecanico de los materiales,
dicho enfoque no se aborda en estos apuntes, siendo este ultimo el mas préximo a la

realidad en el caso sismico.

Una carga estatica es aquella cuyo valor no cambia con el tiempo. Un ejemplo de carga
estatica lo representan las cargas muertas o permanentes (por ejemplo el peso propio
de la estructura) ya que estas permanecen constantes con el paso del tiempo. Una
carga o excitacion dinamica es aquella cuya intensidad es funcién del tiempo, un sismo
por ejemplo se puede representar como una fuerza del tipo dinamico, que actia sobre
la estructura durante la duracion del movimiento sismico. Cualquier estructura elastica

sujeta a la accién de una carga dindmica se comporta como un sistema oscilante.

Una de las diferencias entre un problema estatico y uno dindmico es la variacion en el
tiempo de la respuesta, lo que hace que el problema dinamico no tenga solamente una
solucion. Al contrario, el analisis entrega una solucion en cada instante de tiempo. Las
principales fuentes de fendmenos vibratorios que pueden afectar a las estructuras son

entre otros [B-1]:

1. Las maquinarias y las instalaciones cuyo funcionamiento implica la presencia
de masas en desequilibrio. Las vibraciones causadas por las maquinarias en

funcionamiento afectan principalmente a las estructuras soportantes, a sus



fundaciones y a estructuras y equipos ubicados en las cercanias.
2. Vehiculos en movimiento.

3. Sismos, explosiones, viento.

1.2 Grados de libertad

Para poder estimar la respuesta dinamica de una estructura real es necesario aplicar
simplificaciones conceptuales para reducirla a una estructura ideal (modelo mecanico)
a partir del cual se construye un modelo mateméatico que describe cuantitativamente la

respuesta de la estructura idealizada.

Calcular la respuesta dinamica implica establecer el comportamiento de parametros
relevantes del modelo (desplazamiento, velocidad, aceleracion, deformacion, tension,
etc.) en cada uno de los puntos de la estructura, es decir, en una infinidad de puntos si

se considera el hecho real que esta es un medio continuo.

Dicho de esta forma el problema se transforma en insoluble, para facilitar el calculo
numérico se define un numero finito de puntos representativos de la estructura en donde
se plantea y formula el problema. Entre los métodos mas utilizados para realizar esta

operacion, se tienen:

1. El método de las masas concentradas
2. El método de los desplazamientos generalizados

3. El método de los elementos finitos

Cada uno de estos métodos se aplica en funcién del tipo de estructura que se utiliza.

Uno de los métodos mas empleados para estimar la respuesta dinamica es el de las
masas concentradas, el cual supone que la masa se concentra en una serie de puntos
previamente seleccionados, de tal forma que el modelo mecanico resultante sea capaz
de proporcionar una descripcion aproximada del movimiento de la estructura real. Cada
una de las masas concentradas describe el moviendo generado por el efecto de las

fuerzas de inercia que aparecen en el modelo mecanico durante su vibracion. El niumero



total de componentes de los desplazamientos en los cuales las masas concentradas
vibran con respecto a sus posiciones originales, se denomina numero de grados de
libertad dinamica del modelo.

El numero de grados de libertad dinamica de una estructura, se puede también definir
como él nimero minimo de desplazamientos que se tienen que conocer para definir por

completo la deformada de la estructura en cada instante durante su vibracion.

Una vez obtenida la deformada de la estructura en cada instante del movimiento, es
decir, la descripcion de los desplazamientos es posible conocer las deformaciones,
tensiones y esfuerzos que se desarrollan en la estructura en el tiempo. La identificacion
de los grados de libertad dinamica de una estructura necesita mucha rigurosidad, ya

que tiene gran influencia sobre el resultado del calculo dinamico.

El método de las masas concentradas, resulta eficaz en aquellas estructuras en las

cuales una gran parte de su masa esta realmente concentrada en puntos discretos.

1.3 Modelo Mecanico

En el caso de cargas horizontales sobre estructuras formadas por marcos rigidos, antes
de construir un modelo idealizado de la estructura real, es necesario introducir algunas
hipétesis de comportamiento, en primer lugar se debe considerar que las columnas
desarrollan deformaciones axiales muy pequefias, que permiten que estas puedan ser
despreciadas. En segundo lugar, a nivel de cielo se considera la existencia de un
diafragma horizontal (correspondiente a pisos o techos de edificios) los cuales aparte
de resistir solicitaciones verticales de peso propio y sobrecargas, pueden resistir fuerzas
horizontales de inercia y transmitirlas a las subestructuras verticales (muros de corte,
columnas) conectadas a ellos.
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Figura 1.1. Diafragma horizontal y carga en direccion horizontal

Un diafragma es considerado rigido (DR) cuando dispone de la rigidez y resistencia que
le permite actuar como una unidad, siendo su deformacion en su plano despreciable y
dejando solo posible la traslacion horizontal y la rotacion respecto al eje vertical como
posibilidades de movimiento. Cuando un diafragma horizontal es rigido, se produce
compatibilidad de desplazamientos de los elementos verticales conectados a él. Por
otro lado, un diafragma es considerado flexible (DF) cuando existen deformaciones
diferenciales en el plano, en este caso cada nodo contenido en el diafragma, puede

desplazarse y girar en forma en diferente.

Segun la ASCE (asociacién americana de ingenieros civiles), una losa se comporta
como DF cuando la maxima deformacion horizontal del diafragma (MDD), es mayor que
dos veces el promedio de la deformacion de las subestructuras verticales del piso
inmediatamente inferior (ADVE), y como rigido si este valor es inferior a dos (Figura
1.2). Para estructuras con una relaciéon de aspecto en planta menor o igual a 1:3 sin
presencia de irregularidades en planta es posible establecer directamente ese
diafragma como rigido sin realizar en analisis de indice de flexibilidad.
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Deflexi6n promedio de elementos
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Figura 1.2. Clasificacién de diafragma segun ASCE.

Considerando las hipotesis anteriores, es posible construir un modelo mecanico para
idealizar el comportamiento de una estructura con DR.

Considérese el marco de la Figura 1.3, en este caso la deformacion axial de las
columnas (D, = D, = 0) se desprecia y la hipdtesis de DR impone compatibilidad de
desplazamientos horizontales (D, =D, =D y D, = D, =0), quedando la posicion
de la masa concentrada en cualquier instante del tiempo definida por una Unica

coordenada D = D(t) que corresponde al desplazamiento horizontal del DR.

Sumado a lo anterior la rigidez horizontal de las columnas se puede idealizar, por su

rigidez equivalente y la masa del sistema se puede concentrar al nivel de DR.
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Figura 1.3. Modelo mecanico de un sistema de un grado de libertad.

El procedimiento anterior se denomina Condensacion Estatica y permite obtener la

matriz de rigidez utilizada en el analisis dinamico a partir de matriz completa
correspondiente al analisis estatico 5 , dado que los grados de libertad totales p del

modelo incluyen a los grados de libertad dinamicos. En resumen los modelos dinamicos
necesitan de menos grados de libertad que los estaticos.

Una forma alternativamente al modelo de péndulo invertido indicado en la Figura 1.3,

corresponde al de un carro con ruedas sin roce con el suelo, de masa m y con un

resorte sin masa de rigidez horizontal K conectado a una pared fija, tal como se indica
en Figura 1.4.

—
A1 x !
ﬁ_W_

M
/—';3'—
10 O
VARV A A A Y

Figura 1.4. Modelo mecanico de un sistema de un grado de libertad.



1.4 Rigidez horizontal equivalente

En una columna de seccion constante que sufre un desplazamiento horizontal A; sin

giro de nudos y que se deforma solo por flexion con base empotrada la rigidez horizontal
vale:

1.1
K.:lzﬂ, (1.1)

i H3

Fisicamente g representa la fuerza horizontal necesaria que hay que aplicar a nivel
de diafragma horizontal rigido en la direcciébn horizontal para producir un
desplazamiento unitarioA; =1, sin giro en el nudo que conecta la columna con el

diafragma. En el caso que la no existiera empotramiento, si no que la base de la

columna estuviera con un apoyo fijo la rigidez lateral x, de la columna i se reduce a:

c 3 EL (1.2)

i H3

Recordemos que un DR aparte de resistir solicitaciones verticales de peso propio y
sobrecargas transmite la fuerza de inercia del diafragma horizontal a las subestructuras
verticales, imponiendo igualdad de deformaciones y generando fuerzas de corte
proporcionales a la rigidez horizontal de cada una de las subestructuras verticales

conectadas a ella.
En el caso particular del marco plano de la Figura 1.5, a nivel del DR se impone

compatibilidad de desplazamientos horizontales de los extremos de las columnas, es

decir:

A=A, =..=A =A, (1.3)



Por equilibrio de fuerzas horizontales y considerando una relacion constitutiva elastica-

lineal, para la relacién fuerza-desplazamiento, se tiene:

F=F+F,+-+F =YF,, (1.4)

F =K. A, (1.5)

Rreemplazando las ecuaciones constitutivas (1.5) y de compatibilidad de

desplazamientos (1.3), en la ecuacién de equilibrio (1.4), se tiene:

F=[K,+K,+.+K,]JA=K-A, (1.6)

n (1.7)
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Estructura Real
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/\1/
- k F
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n —
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elasticos

Figura 1.5. Modelo de resortes elasticos en paralelo.

Siendo K la rigidez lateral equivalente del sistema, es decir, la estructura se puede
modelar como si se tratase de un sistema eléctrico en paralelo. Cuando los resortes

se disponen en serie, la constante del resorte equivalente se estima por:

i—Zn:L (1.8)
K ‘TK

i

Por ejemplo, la estructura de la Figura 1.6, puede modelarse como un sistema mecanico
de un grado de libertad con una rigidez equivalente de piso igual a:



EI, El, (1.9)

K=3-—L+]2.

200 kN M =80T

El Im El 4m EI3 Im

Figura 1.6. Estructura de un grado de libertad

Veamos la siguiente situacion, considérense tres marcos planos rigidos todos de igual

masa y con columnas con igual El, pero con distintas condiciones de vinculacién con

la base, ver Figura 1.7. La rigidez horizontal para cada caso, vale:

EI
1. Marco con ambas columnas empotradas: K; = 24?
, El
2. Marco con una columna empotrada y la otra con apoyo fijo: K, = 15?
" El
3. Marco con ambas columnas con apoyos fijos: K; = 6?

Graficando las relaciones F' vs. u (fuerza vs. desplazamiento lateral), se concluye que

para una carga horizontal aplicada a nivel del diafragma horizontal rigido, el marco con

columnas empotradas se desplaza una cantidad u,, mientras que el marco con una

columna empotrada se desplaza una cantidad u#, y el marco con ambas columnas con

10



apoyos fijos se desplaza una cantidad u,, es decir:

u, <u, <u, Puestoque K, >K, > K,, (1.10)

Es decir, el marco mas rigido se desplaza menos para la misma carga horizontal,

verificandose que el desplazamiento horizontal es inversamente proporcional a la
rigidez lateral del marco.

100

K =2 ERS ——
KF15EWHS —8—
Ky =B"EWH3 —=—

Fuerza lateral lateral:F

2 2 4 B Y 8 10
Desplazamiento lateralu

Figura 1.7. Influencia de la rigidez horizontal equivalente en el movimiento lateral del

marco.

1.5 Método de la rigidez basal

Para el disefo estructural, no solo es necesario conocer el desplazamiento que
experimenta el diafragma horizontal y ver si este cumple con los desplazamientos limites

definidos por la respectiva norma, sino que, también interesa saber cuanta fuerza de

11



corte toma cada una de las columnas del marco.

Para poder definir el valor de las fuerzas de corte que toma cada una de las columnas
analicemos las ecuaciones de equilibrio (1.11), constitutivas (1.12 y 1.13) y de
compatibilidad de desplazamientos (1.14) para un marco simple, tal como el de la Figura
1.8:

F=F+F,, (1.11)
F =k u, (1.12)
F,=k,-u,, (1.13)
u, =u, =A, (1.14)

Reemplazando (1.12), (1.13) y (1.14) en (1.11) se tiene:

F (1.15)

FoFit Btk = sl o= A= pom,
1 2

Sustituyendo el valor del desplazamiento horizontal del diafragma (1.15), en (1.12) y

(1.13) se llega a la fuerza de corte que toma cada columna:

, (1.16)
Fy=k -u :kl'A:m'F,
1 2
(1.17)
F, =k, u, :@A:ﬁﬂ
1+ 2

12



Luego cada columna toma una fuerza de cortante proporcional a su rigidez, es decir, la
columna con mayor rigidez toma mas carga.

(1.18)

Por equilibrio de fuerzas horizontales, se tiene:
F=F+F,=0,,

(1.19)

Siendo Qel corte basal (o fuerza resultante que hay a nivel de la base de las
columnas).

(1.20)
6 =12 EL
H
(1.21)
k,=12 E13=96E—[3=8-k1,
H H
2
De ecuacion (1.18), se tiene:
k, 0, (1.22)
1: -Qb: ,
k,+k, 9
k 8 (1.23)
F, = 2.0 =—. ,
a2 9

En este caso la columna mas rigida (&, >k, ) toma 8 veces la fuerza de corte que toma

la columna mas flexible. Lo anterior nos debe hacer reflexionar, que teniendo ambas

13



columnas igual £1, el hecho que una sea mas corta que la otra, la transforma en més
rigida y hace que se lleve el 88.9% del cortante basal.

Un buen disefo sismo resistente debe considerar este distribucidén de esfuerzos para
evitar modos de falla indeseables (columna corta).

= F
El (2) Hi2
1
L e F e
+——F,
o

b

Figura 1.8. Marco plano con columnas de diferente rigidez al corte.

1.6 Matriz de rigidez horizontal

En el caso de estructuras de n grados de libertad, tal como la indicada en la Figura 1.9,

es necesario construir la matriz de rigidez horizontal del sistema.

14



[ —— '-lz T
K K H= 300 cm
u
1
3K M/2 /2 .
K K K| H=300cm

Figura 1.9. Marco plano de dos pisos con DR a nivel de los pisos.

Figura 1.10. Calculode K |y K ,, (ul =1 Uy :O)-

K,=K+K+K+K+K=5K, (1.24)

K, =-K-K =-2K, (1.25)

15



Figura 1.10. Calculode K ,, ¥y K , (u1 =0 Uy :1)-

K, =3K+K+K =5K,

Obteniéndose para la estructura de la Figura 1.9:

5K -2K
K= ,
= |-2K 5K

(1.24)

(1.25)

16



CAPITULO 2
ECUACION DE MOVIMIENTO

2.1 Introduccion

En este capitulo se presentan las ecuaciones que gobiernan el comportamiento
dinamico de un sistema elastico de un grado de libertad, al igual que su solucién
analitica para distintos tipos de cargas externas (constantes, armodnicas, impulsivas y

sismicas):

2.2 Ecuacion basica

El movimiento de la estructura idealizada como un sistema de un grado de libertad
(Figura 2.1) sometida a cargas dinamicas se rige por una ecuacion diferencial, la cual
se obtiene utilizando el principio de D’Alembert, el cual plantea: “El equilibrio dinamico
del sistema queda garantizado, si en cada instante todas las fuerzas que actuan sobre

el sistema, incluso las fuerzas de inercia (ficticia), estan en equilibrio estatico” [B-2].

17



LI- | U+

c =amortiguador viscoso

F(t)=fuerza dinamica

K=Rigidez horizontal

hase fija

Figura 2.1. Modelo mecanico de un sistema de un grado de libertad sometido a una

carga horizontal dinamica.

Cuando al sistema de un grado de libertad se le aplica una carga externa dinamica F'(¢)

, la masa sufre un desplazamiento lateral u(¢) el cual representa la deformacion de la

estructura de un grado de libertad. Puesto que la fuerza externa varia con el tiempo, el

desplazamiento también cambiara en el tiempo.

Las fuerzas involucradas en el equilibrio del sistema son: la fuerza externa F'(¢), la
fuerza elastica resistente F, () que es la fuerza que las columnas ejercen sobre la
masa cuando ésta se mueve, la fuerza de amortiguamiento F* () que es la fuerza que

ejerce el amortiguador sobre la masa y la fuerza de inercia F) (7).

18



De acuerdo a la segunda ley de Newton, la fuerza de inercia que se desarrolla en la

masa m es directamente proporcional a la aceleracion total de la misma, es decir:

Fy(t)=m-ii(t) (2.1)

La fuerza de amortiguamiento viscoso se determina a través de la ley de Voigt:

F (1) =c-i(r), (22)

Donde c es el coeficiente de amortiguamiento viscoso y #(¢) es la velocidad relativa de

la masa con respecto al suelo. A grandes rasgos, el amortiguamiento se puede definir
como el proceso por el cual cierta porcién de energia en un sistema vibratorio se pierde

irreversiblemente causando la decaida en la respuesta del sistema.

Para un sistema lineal la fuerza elastica resistente esta dada por la ley de Hooke:

F.(t)=k-u(1), (2.3)

Donde k es la rigidez horizontal del sistema y u(t) es el desplazamiento relativo entre

la masa vy el suelo.

Substituyendo las fuerzas £ (t), F,(t), F;(?) en la ecuacion de equilibrio dinamico,

se obtiene:

m-ii(t) +c-i(t) + k -u(t) = F(), (2.4)

19



Ecuacion diferencial ordinaria no homogénea, lineal de coeficientes constantes m,c y

k y de segundo orden. Para que la solucién numérica o analitica de la ecuacion quede
definida en el dominio del tiempo, es necesario definir dos condiciones iniciales, una

asociada a los desplazamientos y otra asociada a las velocidades.
En el caso de una excitacién sismica, no existe una fuerza externa aplicada

directamente sobre la masa, sino que la Unica solicitacion al sistema es la debida a la

aceleracion del suelo (ver Figura 2.2) sobre el cual se encuentra la estructura. Como

resultado de esta excitacion la base de la estructura tiene una aceleracion a, (t) ya

su vez la estructura se deforma en una cantidad u(?).
El equilibrio dinamico impone que:

m i)+ a, (6) |+ ¢ () + k-u(t) = 0, (2.5)

m-ii(t)+c-u(t) +k-u(t)y=F(t)=-m-a,(t), (2.6)

Siendo esta la ecuacion del movimiento que gobierna la respuesta de un sistema de un

grado de libertad amortiguado sometido a un movimiento sismico.
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U= | L+

c =amortiguador viscoso

K=Rigidez horizontal

base movi
] D] ] [oilie]

aE[t]:acelerac'lcrn del suelo

Figura 2.2. Modelo mecanico de un sistema de un grado de libertad sometido a una

carga sismica.

2.3 Oscilacion libre no amortiguada

Las caracteristicas dinamicas de un sistema estructural de un solo grado de libertad se
definen analizando la vibracion libre no amortiguada. La ecuacién de movimiento

correspondiente a este caso (sistema conservativo) se obtiene directamente
despreciando los términos asociados a la excitacion externa F(¢) y la fuerza de

amortiguamiento viscoso en (2.4), resultando:
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m-u(t)+k-u(t)=0, (2.7)

Dividiendo por la masa de la estructura, resulta:

i+ 5wy =0, (258)
m

Koo (2.9)

Donde se define @, como la frecuencia fundamental del sistema:

2.10
a,:\/E: ary (210)
m w

La solucion general de esta ecuacion corresponde a una vibracion sinusoidal del tipo:
u(t)=C, -cos(w-t)+C, -sen(w-t), o (2.11)
u@)=C-sen(w-t+y), (2.12)

Donde C corresponde a la amplitud del movimiento, } es el angulo de desfase yC,,

C, son constantes de integracién. Considerando condiciones iniciales, asociadas al

desplazamiento u(t = 0) = u,, y velocidad (¢ = 0) = u, que origina el movimiento, es

posible definir los valores de dichas constantes.
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. 213
u(t)=u, -cos(a)-t)+u—°-sen(a)-t), ( )
@

= (2.14)
w
w-u, (2.15)
tany =—-L,
Uy

Matematicamente el periodo natural de vibracion de un sistema no amortiguado se

define por:

(2.16)
21, [m o f=L
o f k T

Para tener una idea intuitiva del significado del periodo de vibracion, sea A la
deformacion estatica de una estructura de un grado de libertad asociada a una fuerza
lateral igual a su peso, en la direccién en que puede deformarse (grado de libertad), ver

Figura 2.3.:

A
| W —)
I I W=Mg
[
! /
! /
/ /
k2| xa| [
/! P’ Ka=Mg
/ I
f 1

Figura 2.3. Calculo del periodo.

Por equilibrio de fuerzas horizontales:
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(2.17)
k-AzM-g:>T=2—”=27r-,/M=27r-\/§z0.2\/x,
w k g

Esto permite concluir que las estructuras mas deformables (> A =< k) tendran un

periodo de vibracion mas largo que las estructuras menos deformables (rigidas).

Volviendo al problema de vibraciones libres no amortiguadas, sigamos un ciclo de

vibracion de la estructura de la Figura 2.4, con condiciones iniciales u(l‘ = 0) =0.05m

yi(t=0)=0 2.
S

: : 2.18
k1:3€1:3 6?00:666,7kl, (2.18)
L 3 m

: : 2.19

k2:123EI:12 6300022666’7kﬂ’ (2.19)
L 3 m

2.20

k=k+k, =3333,4 2 (2:20)

m
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3m FI=6000 kN-m 2 EI=6000 kN-m 2

L B
APOYO APOYO
Fijo empotrado

Figura 2.4. Sistema de un grado de libertad.

(2.21)
o /%:8,2 rad p_ 27 _o0q77 s
50 s 10}

Y 00T (2.22)
C= ué+[ﬁ} = 0,05 +| = | =0,05m,
w 8,2
®-u, P (2.23)
tany=——->0=y —>—,
u, 2
u(t) = 0.05 -sen[8,2 -1 +90], (2.24)
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u(t)=0,05 cos (8,2 1)

1y5

2,4y6

AMPLITUD

005 s L TIEMPO

Figura 2.5. Descripcidn del movimiento del sistema de un grado de libertad.

En la posicion inicial (punto 1) el desplazamiento de la masa es 0,05, luego se suelta
con velocidad inicial nula y el sistema se desplaza hacia la izquierda, pasando por el
punto 2 de amplitud nula y siguiendo hasta alcanzar la amplitud maxima negativa de -
0,05 (en el punto 3). Luego del punto 3, se desplaza hacia la derecha pasando por el
punto 4 (amplitud nula u origen), para alcanzar la amplitud maxima positiva en el punto
5. Como el sistema no tiene ningin mecanismo de disipacion de energia, vibra hasta

tiempo infinito. La estructura completa un ciclo de vibracion, cuando pasa por los puntos

2, 3,4, 5y 6, tardando un tiempo igual al periodo T =0.77 s del sistema.

2.4 Oscilacién forzada no amortiguada
Consideremos que no existe amortiguamiento estructural en el sistema y que aplicamos

una fuerza del tipo armoénica de duracion indefinida a nivel del diafragma. La ecuacion

que describe el movimiento del sistema en este caso, se puede expresar por:
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m-ii(t)+k-u(t)=F(t)=F, -sen(w-t), (2.25)

Siendo @ la frecuencia de excitacion asociada a la fuerza aplicada. La solucién al

problema tiene dos términos una solucion homogénea Y, (t) y otra particular up(t):

w(t) =, (1) +u (1) (2.26)

La naturaleza de la fuerza externa, sugiere la siguiente solucion particular:

u,(t)=A-sen(@-t), (2.27)

u

v

1 x

:‘ /—’\/\/‘— M F(t)=Fo sen( 1)

7

g O

ST T 7 7 7 7 7 7

F clastica (1)

—| —u

¥ st

F{t)=Fo sen{wt)

Figura 2.6. Oscilador no amortiguado con fuerza externa armonica.

Sustituyendo en la ecuacién de movimiento, se tiene:
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m[— @’ A-sen(w - t)]+ k-[A-sen(w -1)]=F, - sen(w -1), (2.28)

F, _ F F, (2.29)

(2 . . : ., :
Donde & = —, se denomina razén de frecuencias, luego la solucién particular:
@

£ (2.30)
F
up(Z)ZTL)aZ)'SQn(ZD"t)Z k

I-a®) -sen(@ -t) = ﬁ-sen(w%)

F
Siendou =7°, el correspondiente desplazamiento horizontal estatico del péndulo.

Finalmente la respuesta total del sistema puede evaluarse como la suma de la

respuesta homogénea mas la solucidn particular, en cualquiera de las dos formas:

u (2.31)
u(t) =| —=—sen(@ 1) | +[C, - sen(w-1) + C, - cos(w-1)] ,
(I-a%)
Considerando condiciones iniciales de desplazamiento y velocidad, resulta:
(2.32)

u(t) = {M—Ez-(sen(w ‘-a -sen(a)-z))} +
(I-a”)

[”_0 -sen(@ ) +u, - cos(w - t)}
@
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Considerando condiciones iniciales nulas (u, =u, =0):

U (2.33)
u(t)= m . (sen(w -t)—a-sen(w- t)) ,

En donde la variacion del desplazamiento dinamico u(¢) lo podemos expresar en

funcién del desplazamiento estatico del sistema como:

u(®)=FAD uy, (2.34)

FAD = ;2 . (sen(w ‘t)—a-sen(w- t)) , (2.35)
(I-a)

La variable FAD se define como el Factor de Amplificaciéon Dinamica de la respuesta
estatica del sistema [C-1], [P-1]:

e Cuandoa—l=w=w = FAD — tw, en este caso “ocurre resonancia”.

e Cuando a:£—>0:>w—>0 o w>w = FAD — (0, obteniéndose la
w

respuesta estatica. Es decir, la carga externa se aplica lentamente (periodo
muy grande).

e Cuandoa »>w=>w@ —>w= FAD —1, el oscilador no responde.

Lo anterior reafirma el hecho que la estructura se comporta como un filtro de

frecuencias, dependiendo su respuesta de la razén de frecuencias « .
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2.5 Oscilacion libre amortiguada

En este caso la ecuaciéon de movimiento que representa al sistema, se puede escribir

como:

m-ii+c-u+k-u=0, (2.36)

En donde ¢ es un coeficiente que representa el amortiguamiento estructural que
considera la disipacion de energia originada por friccion entre componentes y el
contacto intermitente en las conexiones en un sistema mecanico o estructural. La
energia disipada depende en detalle del sistema estructural en particular,
consecuentemente, es muy dificil desarrollar un modelo analitico generalizado que
pueda describirlo. El método mas comun de estimacion de amortiguamiento estructural
es a través de la medicion, realizando ensayos como el Pull-Back, en donde, los valores

medidos, representan el amortiguamiento general del sistema.

El modelo de amortiguamiento introducido en (2.36) corresponde a un modelo de
amortiguamiento del tipo viscoso, en donde el coeficiente de amortiguamiento

estructural es proporcional a la velocidad (Ley de Voigt).

Dividiendo (2.36) por la masa se tiene:

. c . k (2.37)
Uu+—-u+—-u=0,
m m

Considerando:

c (2.38)
=2-§-o y & =— (grado o fracciéon de amortiguamiento) con
c

cr

C
m

0<&<1
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En donde el valor critico del coeficiente de amortiguamiento ¢ . , se define por:

cr’?

2.39
£:Z'L'a):>c”=2-m-a):2-\/l\‘7-m, ( )
m CC}’
Luego:

i+2-&-wu+w -u=0, (2.40)
Suponiendo que la respuesta tiene una forma exponencial, se tiene:

u()=C-e*; u(t)=C-e*" - 11 y ii(t)=C-e* -1 -1, (2.41)
Reemplazando en la ecuacion de movimiento (2.40):

C-e" | +2-& 0 2+0°]|=0, (2.42)

(241220 240]=0= 4, =021 (2.43)

La solucién general, viene dada por la superposicion de las dos soluciones, en donde
las constantes de integracion C, y C, son dependientes de las condiciones iniciales:

ut)=C,-e" +C,-e”?", (2.44)

Dependiendo del valor de &, se tiene:
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1. [52 - 1]< 0= & <. El sistema oscila alrededor de la posicion de equilibrio con

una amplitud que decrece progresivamente y es denominado amortiguamiento sub-

critico.

2. [52 —1]:0:> & =1. El sistema retorna a su posicion inicial de equilibrio sin

oscilar y se denomina amortiguamiento critico.

3. [52 - 1] >(0= & >1. Elsistema no oscila pero retorna a su posicion de equilibrio

lentamente y es denominado amortiguamiento supercritico.
2.6 Amortiguamiento critico

En este caso las dos raices de la ecuacién caracteristica son iguales:

A=l =—¢0=a, (2.45)

Para que la solucién sea independiente debe tener la siguiente forma:

u(t)=C,-e"" +C, t-e?" =[C, +C, - t]- e, (2.46)

Imponiendo condiciones iniciales, se obtiene la respuesta de un oscilador con

amortiguamiento critico, notes que resulta ser un movimiento no oscilatorio:

u)=u, e [l-o-t]+i, t-e, (2.47)

Para el ejemplo de la Figura 2.4, la respuesta del sistema considerado condiciones
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iniciales 4, =001l m, 4 =-0,03 2 y suponiendo una fraccion de
S

amortiguamiento de £ =1,0 es:

u(t)=(0.01-0.112:¢)-¢ ™, (2.48)

2.7 Amortiguamiento supercritico

En este caso, las dos raices de la ecuacion caracteristica son diferentes, obteniéndose:

ut)=C, -e"" +C,-e?' (2.49)

Aplicando las condiciones iniciales, se llega a:

_ (uy -4, +1dy) (2.50)
1 ﬂ*z _/11 ’
_(uo'ﬂ1+ao) (2.51)

’ /11_/12

Sustituyendo las constantes, se tiene la ecuacion de movimiento del sistema sin

oscilaciones.

u(t) = m Loty m ey (2.52)
Ay =4 A=A,

Para el ejemplo de la Figura 2.4, |la respuesta del sistema considerado condiciones

iniciales 4, =001l m, 4 =-0,03 2 y suponiendo una fraccion de
S
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amortiguamiento de £ =1,2:

u(t)=0.0172¢** -0.0072¢*

2.8 Amortiguamiento sub-critico

(2.53)

Este corresponde al caso tipico de las construcciones civiles (0 < & <1 ). En este caso

las raices de la ecuacion caracteristica son:

A, =a)-[—g4_ri- 1—§2J=7/ii~ﬂ,

La solucion general al problema es:
u(t)=C,-e"" +C,-e?" =C, - """ +C, ",
Utilizando las ecuaciones de Euler:

e =cos(x)+i-sen(x) y e = cos(x) —i-sen(x),

Se llega a la siguiente expresion:

u(t)=C,-e”" [cos(B-1)+i-sen(f-1)]+
C,-e"" [cos(B-1)—i-sen(f-1)]

La cual se puede reescribir como:

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)
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u(ty=e"" -[B, -cos(f-1)+ B, -sen(f-1)], (2.58)

B, =C,+C,y B,=i-(C,+C,)=i-B,, (2.59)

Sustituyendo y =—& -y B=w-1-&° sellegaa:

u(®) == [ B -cos(@1- )11+ By senf(@1- . =0

Definiendo la frecuencia amortiguada como:

. T (2.61)
=w- [1_52:]-,“:27[: 1 ,

Considerando las condiciones iniciales de desplazamiento y velocidad, se llega a:

(2.62)

ut)= e |u, cos(a)\/i) 4, \7% sm(a) 1- &2 )

La vibracion con amortiguamiento sub-critico, es la de mayor interés en la dinamica

estructural, pues las estructuras reales poseen esta caracteristica.

Para el ejemplo de la Figura 2.4, la respuesta del sistema considerado condiciones

iniciales 14, =001l m, 4 =-0,03 2 y suponiendo una fraccion de
S

amortiguamiento de £ = 0,10 :
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ut)= e [0.01-cos(8.16)—0.0027-sin (8.16t)), (2.63)

En la Figura 2.7 se presentan las ecuaciones (2.48), (2.53) y (2.63) correspondientes al
desplazamiento horizontal del centro de masa del marco de la Figura 2.4 considerando,

diferentes fracciones de amortiguamiento.

0012

CRITICO  (0.01-0.112*x)"exp(-8.2"x) ——H&——
SUPERCRITICO  0.0172%xp(-4.42x)-0.0072%exp(-14.76"%) ——s——
SUBCRITICO  (0.01%cos(8.16")-0.0027"sin(8. 16" ‘exp(-0.82')) ——<——

0.008
0.006
0.004

0.002

AMPLITUD

-0.002

-0.004

-0.006

-0.008

0 05 1 15 2 25 3
TIEMPO

Figura 2.6. Respuesta del sistema estructural de Figura 2.4 considerando diferentes

fracciones de amortiguamiento.

Los valores de la fraccién de amortiguamiento determinados para distintos tipos de

estructuras son muy variados y exhiben una gran dispersion, ver tabla 2.1.

36



Tabla 2.1: Fracciones del amortiguamiento critico para diferentes tipos de

construcciones

Tipo de Estructura & % de amortiguamiento
Edificios de Acero 2%-5%
Edificios de Hormigdén Armado 5%-10%
Construcciones de Albafiileria 8%-15%
Construcciones de Madera 10%-15%

Se concluye que estructuras con amortiguamientos menores al critico, tienen un

desplazamiento decreciente en el tiempo.

El amortiguamiento estructural tiende a disminuir a frecuencia circular de vibracion, y
por lo tanto de alargar el periodo de vibracion. Ademas el aumento del amortiguamiento
estructural reduce la amplitud de las vibraciones y por ende disminuye el nivel de dafios
esperado en ella.

En la mayoria de las estructuras el amortiguamiento critico varia entre el 2 y 10%, por
lo que el periodo amortiguado es entre 0.002 y 1.0050 del periodo natural o no

amortiguado. Asi pues para la mayoria de las estructuras, se considera que el periodo

amortiguado es practicamente igual al periodo no amortiguado (7' =T7,).

2.9 Conceptos basicos de disipacion de energia

Consideremos un sistema conservativo (no existe disipacion de energia, £ =0). En
dicho sistema la energia total; suma de la E . : energia cinética y la E,: energia

potencial, se mantienen constante en todo instante, en este caso se puede demostrar

que:

E)=E ()+E,(t)=C, (2.64)
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(2.65)

Cuando:

. 1 5 (2.66)

ulnax =u :O%E(I)ZEP(t)ZE.k'umdxa
; 1 2 (2.67)

iy =1 =0 = E(0) = By (0) =iy,
I’.lmax = a)'uma'x’ (268)
2.69
E=Cothur, st o, oo =X, (2.69)

2 T2 : m

Consideremos ahora un sistema general (ya no necesariamente elastico) que disipa
energia por amortiguamiento viscoso y por histéresis. Si consideramos que actda una
accion sismica en la base del péndulo, la ecuacién de energia puede obtenerse

integrando la ecuacion de movimiento de un sistema inelastico de un grado de libertad,
el hecho que el sistema sea inelastico, hace que las fuerzas internas f, (u,1) sean

una funcion de los desplazamientos y las velocidades:

m-ii(t) + ¢ i(t) + f (uyti) = —m-ii (1), (2.70)

Tm'ii(t)'du+Tc'a(f)'du+Tfs(u,I;l)-du:—Tm-i[g(t).du’ (2.71)

El lado derecho de esta ecuacion, representa la energia de entrada E,(¢) al sistema

definida por excitacién sismica:
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. (2.72)
E (t)y=~[m-ii (t)-du,
0

De ecuacion (2.71) se reconoce que el primer término del lado izquierdo, es la energia

cinética asociada al movimiento relativo del suelo:

“oo @ . omeu’ (2.73)
EK(t):gm'u(t)'du:gm'u(t)'du: S

El segundo término corresponde a la energia disipada por amortiguamiento viscoso:

" u (2.74)
Ey(0)=] f,(t)-du=fc-i-du,

Y el tercer término es la suma de la energia disipada por histéresis (fluencia de los

materiales que componen la estructura) y la energia de deformacién del sistema:

" . (2.75)
E, ()= gfs(u,u) ~du—E(1),
El balance de energia para el sistema es:
E, ()= Ex()+E,(0) +[Eg()+E, (1), (2.76)
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Figura 2.7. Analogia del estanque.

El balance de energia se puede interpretar fisicamente a través de la siguiente analogia:
Para que el estanque de la figura 2.7, opere eficientemente su capacidad total dada por
la suma de su volumen de almacenamiento y las salidas de agua debe ser mayor que
la capacidad de admitir energia. Un principio basico del disefio estructural es que las
capacidades estructurales deben ser mayores a las demandas sismicas. En este
contexto, debe buscarse que la capacidad de disipacién de energia de la estructura
debe ser mayor que la demanda de energia histeretica (o de fluencia), es decir,
incrementar el lado derecho o disminuir el lado izquierdo de la ecuacién (2.76) de
balance energético. Incrementar el lado derecho puede lograrse aumentando la
resistencia lateral de la estructura con lo que se incrementa la importancia de los dos
primeros términos con respecto al tercero y cuarto, sin embargo, ello implica un aumento
de costo en la estructura. La filosofia actual del disefio sismo-resistente acepta la
existencia de deformaciones inelasticas en la estructura, permitiendo de este modo que

gran parte de la energia de entrada se disipe por medio de energia histeretica.

En una estructura convencional que no tiene dispositivos de disipacién de energia, se
acepta que existan importantes demandas de deformacion inelastica en elementos
estructurales (rotulacién de vigas, falla de arriostramientos, base de muros, etc.) lo cual

se traduce en diferentes niveles de dafio.
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2.10 Oscilacion forzada no amortiguada con carga constante

Si a un sistema de un grado de libertad se le aplica una fuerza de magnitud constante
(es decir, una fuerza cuya amplitud no varia en el tiempo), entonces la respuesta

particular del sistema a dicha carga tendria un valor de:

_. _F (2.77)
u,(t)=u, = s

La respuesta total del sistema estara compuesta por la solucion homogénea mas la

solucion particular:

u(t)=B]~cos(w-z)+32-sen(a,.t)+%, (2.78)

Considerando condiciones iniciales nulas (u, = u, =0), se tiene:

M(t)zg'[l—COS(a)-t)]:uE-[l—cos(a).t)]’ (279)

Se concluye que el desplazamiento dinamicou(t), es funcion del desplazamiento

estatico u, multiplicado por un factor de amplificacion dinamica ( FAD =1—cos(w 1) ).

Graficando el FAD, se encuentra que el desplazamiento dinamico maximo del sistema

es igual a 2 veces el desplazamiento estatico del sistema y ocurre cuando

cos(w-t) =—1, ver Figura 2.8.

El hecho de aplicar la carga horizontal en forma dinamica es equivalente a multiplicar el
desplazamiento estatico de dicha estructura por 2. Lo anterior, se puede reinterpretar

de la siguiente forma:
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10cos (82%) —=——

FAD

TIEMPO (s)

Figura 2.8. Variacion del factor de amplificacion dinamica FAD .

u(t) = %Il—cos(art)]: (2.80)

d1- Ay o u@ —l1- LS
Uy, {1 cos(27 T)}: FAD [1 cos(27rT)}

Ug

La ecuacion (2.80) puede re-escribirse en funcidon de fuerzas: como la razén entre la

fuerza dinamica que se desarrolla en el sistema y la fuerza estatica, en este caso:

(2.81)

u) _u()-K _F@) _

{l—cos(Zﬁi)} — FAD= F(t) = FAD-F,
u, u,-K F; T

Para efectos del disefio estructural, es importante conocer el valor maximo de la fuerza

horizontal independientemente del tiempo en donde dicho maximo ocurre.

Consideremos ahora que la fuerza constante tiene una duracion definida igual af, , es
decir corresponde a un pulso rectangular de duraciont , . Si el sistema parte del reposo

y no existe amortiguamiento, entonces la respuesta al tiempo final 7, vale:
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u(t,) :%-[1—Cos(a).[d)]:uls ,[1_005(2”_%)] (2.82)

“t)= % @ [Sen(a)- ly )] =Up @ {Sen(Zﬂ ) %d)} ’ o

Para evaluar la repuesta después del tiempo?,, se debe considerar que los valores

entregados por las ecuaciones (2.82) y (2.83) para el tiempo ¢, corresponden a las

condiciones iniciales para esta nueva fase de carga. Es decir, podemos separar el

comportamiento del sistema en dos fases de carga, una fase inicial en donde la carga

se aplica hasta el tiempo f, y una fase final en donde la carga se retira en f, y el

sistema de ahi en adelante { = I, responde como si estuviese en vibracién libre.
Para t > ¢, la respuesta del sistema sera:

u(t—t,)=B,-cos(w-(t—t,))+ B, -sen(w-(t—t,)), (2.84)

En donde las constantes de integracion, se obtienen a partir de las condiciones iniciales
(2.82) y (2.83):

u(t—1,) = u(t,)-cos(@-(t —£,)) + ) sen(o-(t1,) (2.85)
w

u(t—t,)=u, -[l—cos(w-t,)]-cos(w-(t—t,)) + (2.86)

u,-sen(w-t;) sen(w-(t—t,))
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2.87
u(t—td):%-[cos(a)-(t—td))—cos(a)-t)], ( )
Luego:
t (2.88)
FAD=1 —cos(27r;) para { <t,
(2.89)

t t
FAD =cos2x(——-%)—cos2z— Para t >,
T T T

2.11 Oscilacion forzada amortiguada

En el caso de cargas dinamicas, la respuesta no sélo sera funcion de la rigidez lateral

del sistema, sino que ademas depende de:

1. El periodo de vibracion del sistema, es decir, del cociente entre la rigidez lateral y

la masa.
2. El coeficiente de amortiguamiento del sistema c.

3. El contenido de frecuencias de la fuerza dinamica, o sea que tan rapido o lenta es

la variacion de la amplitud de la fuerza externa en el tiempo.

Una de las fuerzas dindmicas mas simples es la carga armoénica, que aparece en
problemas tipicos de vibracién de maquinarias. En este caso, la excitacion externa, es

de la forma:

F(t)=F, sen(w-1), (2.90)

Donde Fo es la amplitud de la fuerza y @ es la frecuencia de la excitacion. En este
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caso, la respuesta u(z) tiene dos componentes:

1. Una componente debida a la vibracion libre que se denomina solucién transitoria
del movimiento, la cual decae y tiende a desaparecer por efecto del

amortiguamiento estructural.

2. Unacomponente debida a la energia entregada al sistema por la excitacién externa,
que se denomina componente o estado de régimen del movimiento, por cuanto es

la respuesta que prevalece una vez atenuada la vibracion libre (solucion particular).

La respuesta de régimen a una excitacién armonica también es arménica y de la misma

frecuencia aunque no necesariamente en fase con la excitacion.

Una vez pasada la fase inicial de transicion (al poco tiempo de aplicada la fuerza), el

desplazamiento sera también de tipo armoénico con una amplitud «(¢) , con una amplitud

maxima y un angulo de desfase o de atraso de la respuesta, con respecto a la

excitacion:

F, (2.91)

k
Ja-a®? +2-¢-a)’

-sen(@ -t + @),

u,(t)=

)
Siendo a =

— larazon de frecuencias. La solucion general es dada por:
)

F, (2.92)

k
Ja-a*? +2-¢-a)

ut)y=C-e =" -sen(w, -t +6) + -sen(@ -t + @),

Luego la respuesta maxima del sistema al ser sometido a una fuerza armoénica de
amplitud F,, puede ser mayor, menor o semejante a la producida por la carga estatica

de igual amplitud, dependiendo basicamente de dos aspectos:
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1. La razén entre la frecuencia de excitacion y la frecuencia natural del sistema:

o=—
1)

2. El grado de amortiguamiento del sistema &

En este caso el Factor de Amplificacion Dinamico (FAD), corresponde al cociente entre

el desplazamiento maximo bajo cargas dinamicas y el desplazamiento estaticou . .

Matematicamente el FAD de la respuesta estaticau , , se expresa como:

F% (2.93)

FAD:“;m:\/(1—a2)2+(2.§.a)z . 1 :
’ g fieraze

Cuando FAD es mayor a uno, existe amplificacion dinamica, es decir, el
desplazamiento dinamico es mayor al desplazamiento estatico. Asi mismo cuando es
menor a uno existe una reduccién. Finalmente cuando es igual a uno, el desplazamiento

dinamico es igual al estatico.

En la Figura 2.9 se presenta la variacion del FAD para diferentes valores de la razén de

. o : .
frecuencias o = — vy grados de amortiguamiento.
w

Para frecuencias de excitacion muy bajas (6sea excitaciones con periodos grandes):

max (2.94)
u
P 1 1 ,

Uy Z\/u—oﬂ)2 +(2-&-a)?

IR

gd—>0=>a—->0=FAD=

Lo que indica que la respuesta dinamica es igual a la respuesta estatica, en otras

palabras, el sistema responde como si de una carga estatica se tratase. Para fuerzas
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con frecuencias de excitacion cercanas a la frecuencia natural del sistema, se tiene:

o (2.95)

Tgo>0=>a=1=FAD=-——=

1
u, 2-¢

En este caso, la respuesta dependera del grado de amortiguamiento de la estructura:

mx Yo i . (2.96)
u = =& —>0=u,” — o0 =Ocurre resonancia

P 2§

y (2.97)
Siéol= u;“ax = 70 (amortiguamiento critico)

Para una fuerza externa con una frecuencia de excitacion alta:

@ >>0=>a—>0=>FAD - 0=u," — 0 =El oscilador no responde (2.98)
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Factor de amplificacion dinamica

0 1 2 3 4 g

Razon de frecuencias

Figura 2.9. Factor de amplificacion dinamica.

De ecuacion (2.94), se concluye que cuando la frecuencia de la excitacion es mucho
menor a la frecuencia natural, el desplazamiento dinamico es igual al desplazamiento
estatico. Por lo contrario, cuando la frecuencia de la excitacion es mucho mayor a la
frecuencia natural del sistema, el desplazamiento dinamico es menor al estatico, y se

tiene una reduccion de la respuesta dinamica.

Los edificios por lo general tienen amortiguamientos estructurales menores al 0.05, por
lo que es importante el evitar frecuencias de excitacion semejantes a las frecuencias
naturales, para poder evitar de esta forma amplificaciones dinamicas importantes. En

resumen:

1. @ << w = Problema Estatico
2. @ = w = Problema Dinamico

3. @ >> w = No hay respuesta
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2.12 Aislamiento de vibraciones: respuesta al movimiento de la base

En esta apartado, se estudiara el caso de estructuras sometidas a movimientos en su
fundacion: sismos, maquinas, explosiones. Como hipdtesis, asumiremos que el

movimiento de la base o suelo U, (f) es del tipo armoénico:

u,(t)=u, sen(w-t), (2.99)

Ecuacion de equilibrio, en términos de desplazamientos relativos:

m-ii+c-[u—us]+k-[u—us]=0, (2.100)
m-i+c-u+k-u=cu,+k-u, (2.101)
m-ii+cii+k-u=c-[uy-@- cos(@-1)|+k-[u, - sen(@ -1)], (2.102)

Expresion, que se puede reescribir como:

meii+c-u+k-u=u,- /(c-w)2+k2 -sen(@ -1+ ) = (2.103)
F, -sen(@-t+ ) ’

Donde:

Fy=u,-A(c-@) +k* =uy-k-yJ2-E-@)’+1 y tan =T —2.£.4

k

La solucion particular (o en régimen) tiene la forma:

49



(2.104)

F
u, ( o

L) = -sen[(w-t+ﬂ)+l//],
kJ(-a?) +2-&-a)’

Reemplazando el valor de F, =u, -k -+/(2-&-a)’ +1 en ecuacion (2.104), se tiene:

Uy k-2 E-a) +1 (2.109)

kJA-a?) +(2-£-a)

u,(t)= -Sen[(w-t+ﬂ)+l//],

Se define “transmisibilidad” como el grado de aislamiento relativo entre la estructura y
el suelo, es decir, larazon entre el maximo desplazamiento de la estructura y el maximo

desplazamiento del suelo:

u;nax m (2.106)
T, =—2—=

Uy _\/(1—a2)2+(2-§-a)2 |

De figura 2.10, se concluye que:

1. T, -0 = Sistema aislado
2. T, »>1 = Sistema no aislado

3. T, > = Sistema no aislado (amplificacién del movimiento del suelo)

El amortiguamiento disminuye la transmisién del movimiento del suelo para« gﬁ,
para valores mayores de la razén de frecuencias el efecto del amortiguamiento actua

negativamente.
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Transmisibilidad

Razon de frecuencias

Figura 2.10. Transmisibilidad

El factor de transmisibilidad, se puede asociar con el factor de amplificacion dinamica,

a través de las siguientes relaciones:

max max max ( 2 1 07)

u u k-u
TR= P = }p?o Fp '1'(2'5'&)2"‘1:

0

k@ &) +1 ,
Fou . [0 a8 41

FO

F - (2.108)
FAD==22 =T, =FAD-\J(2-&-a)* +1,

0
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CAPITULO 3
EXITACION ARBITRARIA

3.1 Introduccidén

En este capitulo se presentan las metodologias para encontrar la respuesta de
sistemas sometidos a excitaciones del tipo arbitrario (sismos), se introduce el concepto
de respuesta espectral de aceleraciones, velocidades y desplazamientos, al igual que
se desarrollan los principales métodos de integracion numérica paso a paso de la

ecuacion de movimiento.
3.2 Respuesta a movimientos sismicos
Con fines de la ingenieria sismo-resistente, los movimientos del suelo durante un

terremoto se miden instrumentalmente por medio de un acelerégrafo, el cual registra

las aceleraciones del terreno, ver Figura 3.1.

53



CAMAL NS REGEETRO HOSPTAL HXNOUE - UNIVERSIDRD DE CHILE
INGEMIERIA CIVIL - GEQFISICA
{Procesado Prefmnar Banda Frec. 0015 - 50 Hzj

o 20 a0 &0 an 100 130 140 180 130 200

il -01.231

Aoglaracion (g)

Whas N1
01 ’

—mﬂ:il,ﬂljlmwhﬁ-_f_.__..___ T el |

Walkssidad (mvs)
o

0 20 a0 B0 an o0 130 140 180 180 200
ang

oo 't ) DR

001

Desplazamento {m|

ooz | I I
o 20 40 60 a0 108 124 148 180 180 200
Tiempo (seg]
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Figura 3.1. Registro de desplazamientos, velocidades y aceleraciones durante el
sismo de Iquique del 13 de Junio de 2005.

Como la aceleracién es la derivada de la velocidad con respecto al tiempo, el posible
obtener las velocidades del terreno a partir de las aceleraciones de terreno por medio
de una integracion en el tiempo. Analogamente, como las velocidad es la derivada del
desplazamiento con respecto al tiempo, el posible obtener la historia de
desplazamientos del terreno a partir de una integracién en el tiempo de la historia de

velocidades o una doble integracion de la historia de aceleraciones.
La respuesta de un sistema de un grado de libertad a un movimiento del suelo se puede
obtener a partir de la solucion de la ecuacion diferencial de movimiento de una

estructura, utilizando diferentes métodos:

1. En el dominio del tiempo por medio de la solucion de la integral de Duhamel.
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2. En el dominio del tiempo por medio de una integracién paso a paso de la ecuacion
del movimiento.

3. En el dominio de la frecuencia obteniendo la transformada de Fourier de la historia
de aceleraciones, multiplicandola por la funcién de transferencia del sistema y

obteniendo la transformada inversa de Fourier de dicho producto.
3.3 Oscilacion forzada bajo cargas no arménicas

En este caso la dificultad del calculo de la respuesta sismica se debe al caracter de la
excitacion d, (l‘) que no puede ser expresada en forma analitica, por lo que su calculo

implica la utilizacién de métodos numéricos.

Si se aborda el problema en el dominio del tiempo, la ecuacién de movimiento del

sistema de un grado de libertad se expresa por:

m-ii(t)+c-u(t) +k-u(t)y=-m-a,(t), (3.1)

La soluciéon a (3.1) se obtendra a través de la superposicion de las respuestas a
impulsos rectangulares, para ello, consideremos que la excitacion sismica —m - a, (?)
puede ser modelada como una serie de impulsos. De acuerdo a [B-1], [B-2] considérese
la respuesta a un impulso de duracién d7 y de intensidad a, que se aplica en la base
de la estructura, tal como el indicado en Figura 3.2. Este impulso le imprime una

velocidad inicial al sistema (¢ = 0) = 1, y un desplazamiento inicial nulo.
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Figura 3.2. Impulso inicial como accion sismica

Aplicando el principio de la conservacién del movimiento, segun el cual el momento o
cantidad de movimiento m-u, es igual al impulso correspondiente—m-a, -dz, se

tiene que:

u, =—a,-dr, (3.2)

La respuesta del sistema al impulso, es equivalente a la de un sistema en vibracién libre
(por simplicidad consideremos un sistema no amortiguado) con una velocidad inicial
dada por (3.2) y un desplazamiento inicial nulo, es decir:

u(t)=B, -sen(w-t)+ B, -cos(w-1), (3.3)

u(t=0)=B,-1=0=B,=0 y

i(t=0)=B, -w=-a,-dt = B, =—2.dr
w
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34
u(t) = -2 dr - sen(w- 1), (34
w

Si el impulso no se aplica al tiempo cero sino al tiempo 7, entonces la respuesta al

tiempo ¢ > 7 sera:

a (3.5)
u(t) = —;O-dr -sen(w-(t—1)),

Si la excitacién sismica no es un impulso, sino que esta descrita por una curva arbitraria,
entonces dicha excitacién se puede descomponer en un numero finito de impulsos,
puesto que el sistema es elastico, su respuesta en cualquier instante de tiempo debida

a la aceleracion arbitraria puede obtenerse sumando las respuestas elementales

producidas por cada uno de los "n" impulsos:

(3.6)

i=1

u,(t)= —i {— 4, dt -sen(w(t — Z’))} ,
)

Para obtener la respuesta exacta, se pasa al limite cuando n — o0, resultando:

1t (3.7)
u(t)= —;g a(r)-sen(w(t —1))-drt,

La integral (3.7) se conoce con el nombre de integral de convolucion de impulsos
elementales o integral de Duhamel [B-1].
Cuando se considera el amortiguamiento estructural, dicha integral se transforma en:

L (3.8)
u(t) = ——Ia(r){ e sen(w,(t - 1) Jdr,
a)a 0
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Endonde @, = ®-4/1— 52 es la frecuencia amortiguada del sistema.

Las expresiones (3.7) y (3.8) se restringen a problemas lineales en donde es posible

utilizar el principio de superposiciéon. Su soluciéon analitica solo es posible para algunas
expresiones analiticas de la excitaciéon a(7) siendo recurrente el uso de métodos

numeéricos para su solucion.

Para una aceleracion en la base a(r) resulta una fuerza F'(7) = —m-a(r), luego la

integral de Duhamel, se puede reescribir como:

(3.9)
u(t) =

LI—F(T) e sen(w, (t—1))-dr
w3 m

3.4 Espectro de respuesta sismica

Para fines del disefio sismo-resistente para una excitaciéon conocida interesa conocer
independientemente del tiempo en donde ocurra la respuesta maxima del oscilador
(desplazamiento, el corte basal y momento de volcamiento). Una de las herramientas
mas Utiles para evaluar esta interrogante, es la construccion de un espectro de
respuesta, el cual se define como la representacion grafica de la respuesta maxima (ya
sea de desplazamientos, velocidades o aceleraciones) en funcién del periodo natural
de vibracion del sistema para un sismo determinado y un amortiguamiento definido. Es
decir, el espectro de respuesta nos da informacion de la respuesta maxima para toda

una familia de sistemas de un grado de libertad (por lo general basta considerar

estructuras con periodos comprendidos entre 7 =0—-3 ;).
Derivando (3.8), se obtiene la solucién de la respuesta de velocidades:
(3.10)

i(1) = [ a(z) - e cos(w, (1 — 7)) -dT + & - @-ult),
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Derivando nuevamente, se obtiene la respuesta de aceleraciones totales del sistema:

t(t)+a(t)= (3.11)
o, .}a(r).e—i'“"“—” sen(w,(t—1))-di—2-E-o-1(t)—(& o) -u(t)
0

Los valores espectrales, se definen como:

Sy(@,8) =lu@),,.. (3.12)
S, (@,8) =[u(@)| .. (3.13)
S, (@,8) =lii(t)+a(t)| . (3.14)

Con el fin de obtener expresiones mas simples y considerando que en aplicaciones de

la Ingenieria Civil el factor de amortiguamiento por lo general es pequefio (
2% < &£ <10% ), es posible aproximar @ = @, y despreciar los términos que estan

fuera de las integrales de (3.10) y (3.11) [B-2].

funcion coseno que aparece en el espectro de velocidades de (3.10) se puede sustituir

Adicionalmente se demuestra que la

a efectos de calculo por la funcién seno, sin que ello implique cambios importantes en
los valores maximos de la velocidad del sistema.

Considerando lo anterior, se tiene:

1 (3.15)
S,(@.8) = |-—[a(z)-e ¥ - sen(a, - (t - r>)1 ,

o
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0

‘ (3.16)
S (0,8 =|-[a(z)- ) -sen(a)a (t— 2—)* ,

¢ (3.17)
S, (@.8) =|o, [a()-e =" - sen(w, -(r—n){ ,
0 max
Estas aproximaciones permiten escribir:
S(@,8)=0-S(0,8) y S, (@,8)=0"-S,(0,%) (3.18)

Luego los espectros de respuesta Sd,Sv,Sa permiten la estimacién inmediata del

desplazamiento, la velocidad y la aceleracion maxima, de toda una familia de
estructuras (distintos periodos fundamentales) sometidas al mismo movimiento del
suelo. Las expresiones definidas en (3.18) en rigor son seudo-espectros, pues los
espectros exactos contendrian todos los términos que hemos eliminado en ecuaciones
(3.10) y (3.11), pero para efectos de Ingenieria Civil los definidos por ecuacion (3.18),

los llamamos espectros de respuesta.

El espectro de respuesta permite evaluar la magnitud del desplazamiento maximo de
una estructura con un cierto periodo, en comparacién con el desplazamiento maximo
de otra estructura con diferente periodo, sometida al mismo movimiento del suelo

(sismo).
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Figura 3.3.Forma genérica de un espectro de aceleraciones normalizado para un

grado de amortiguamiento y un sismo dado [CH-1].

A partir del espectro de aceleraciones es posible obtener al maximo corte basal de la

estructura a partir de la siguiente expresion:

Qp=m-S, =

a

S, =C,-Ww

a N

W (3.19)
g

Donde W es el peso total de la estructura sobre el nivel basal y g es la aceleracion

debida a la gravedad. Larazon —£ se denomina coeficiente sismico CS y es la base
g

de las cargas sismicas en el disefio sismo-resistente de edificios. Es importante aclarar

que la aceleracién espectral Sa representa la aceleraciéon en la estructura, la cual

puede ser mayor o menor a la maxima aceleracién del suelo. En un espectro de

respuesta de aceleraciones, la maxima aceleracion del suelo esta representada como
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la ordenada del espectro para un periodo igual a 0, dicho periodo corresponde a una
estructura infinitamente rigida (que no vibra), de modo que el movimiento que se tiene

en la parte superior de la estructura es exactamente igual al de su base.

El espectro de respuesta se construye calculando la respuesta maxima (aceleracion
maxima, velocidad maxima o desplazamiento maximo) para una familia de sistemas de
un grado de libertad que tienen el mismo amortiguamiento.

Espectro respuesta y espectro de disefio
1.4
NCh433 of 1996 mad 2009 : : :

— MCh433 of 1896 mod 2003-D5117
—— MCh433 of 1896 mod.2009-DSE1
— E. Respuesta (5%), E-W

Aceleracion [g]

0 05 1 15 2 25 3
Periodo [s]

Figura 3.4. Espectro de aceleracion elasticos, con 5% de amortiguamiento del registro
sismico de la estacion de San Pedro de la Paz del terremoto del 27 de febrero del
2010 (direccion E-W).

La norma NCh433, en sus puntos 6.3.5.1, 6.3.5.2 y 6.3.5.3 especifica que la demanda
sismica inelastica sobre edificios (Figura 3.4), se estima por medio de:

g _S'I'Ao.a (3.20)

a * )

R
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p (3.21)
1+4.5 5
T,
o= 3
1+ T,
T,
* (3.22)
BT
0.17, + o
RO
En donde:

S, T, ¥ p :son parametros dependientes del tipo de suelo. El factor S varia entre 0.9

(reduccion) para suelos Tipo A y 1.3 (amplificacion) para suelos Tipo E (Tabla 6.3 de
Norma NCh433).

1 : Coeficiente relativo a la importancia, uso y riego de falla del edificio (Tabla 6.1 de
Norma NCh433).

A, : Aceleracion efectiva maxima del suelo (Tabla 6.2 de Norma NCh433).

* ., .z .
R :Factor de reduccion de la aceleracidn espectral, calculado para el periodo del modo

con mayor masa traslacional equivalente en la direccidn de analisis.

a . Factor de amplificacion de la aceleracion efectiva maxima.

* s . . . .
T : Periodo del modo con mayor masa traslacional equivalente en la direccion de

analisis.

R, : Factor de modificacion de la respuesta (Tabla 5.1 de Norma NCh433).
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Producto de la dependencia del valor del espectro inelastico del periodo del modo con

. . s sy . * re
mayor masa traslacional en la direccion de andlisisT , este espectro varia para cada

direccion (X o Y en planta).

El proceso de calculo de los espectros de respuesta, se repite para diferentes valores
de amortiguamiento, demostrandose que un incremento en el grado de
amortiguamiento trae como consecuencia una disminucién en las ordenadas
espectrales, es decir, una respuesta menor y una suavizacién de las curva de
respuestas (menor variacion de las ordenadas espectrales).

3.5 Integracién directa de la ecuacién de movimiento

Dada la ecuacion de movimiento definida en el dominio del tiempo:

m-ii(t) +c-u(t) + k-u(t)=F(1), (3.23)

Se puede obtener la respuesta directa sin pasar por la integral de Duhamel, utilizando
métodos de integracion paso a paso [B-2]. Dichos métodos se dividen en métodos del
tipo explicito o del tipo implicito, dependiendo de la configuracion en donde se resuelva

el problema, y se basan en las siguientes aproximaciones:

ut+At)=u(t)+ At-u(t+a-At), (3.24)

it +a- Aty =(1—a)-i(t)+a - ult +At), (3.25)

En donde dependiendo del valor del parametro Ol , se tiene uno u otro método.
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Tabla 3.1 Solucién Explicito-Implicito

o Método Tipo
0 Diferencia hacia adelanté Explicito
yz Regla punto medio

% Galerkin

1 Diferencia hacia atras Implicito

Lo que se busca, es resolver es la ecuacion de movimiento (3.23) en pasos discretos

de tiempo ¢,,¢,,---,¢, distanciados un incremento de tiempo At , con At:tj+] —Zj.

3.6 Soluciéon Explicita

Conocidos el desplazamiento y la velocidad en el tiempo !, se busca definir la
respuesta en el tiempo ¢+ Af a partir de la ecuacion de movimiento (3.23) planteada

en el tiempo £ .

Utilizando las siguientes aproximaciones (método de las diferencias finitas centradas),

se tiene:
()= u(t + At) — u(t — At) (3.26)
- 2-At
ii(1) = u(t+At)—2-u(t)+u(t—At) (3.27)
At? '

Sustituyendo en la ecuacién diferencial de movimiento (3.23):
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%-[u(t+At)—2-u(t)+u(t—At)]+ (3:28)

c

WY [ + At) —u(t — A+ k-u(e) = F(r)

De (3.28) despejando u(t + At), se tiene:

m c 2-m m c B (3.29)
u(t+At)~[F+m}+u(t)-[k— VE }+u(z—m)~[m2 - 2~At}_F(I)

R(t) (3.30)
=

k-u(t+Af)=R(t) = u(t + At) =

En donde:
(3.31)

c

R(r):F(r){z";’ —k]u(t)+|:
At
IQZ{L+;}

At? 2-At

Para comenzar el proceso de avance paso a paso en el tiempo, se parte de las

m
cu(t—At) Y
2 At AIZ} u )

condiciones iniciales u(t=0)=u, Y u(t=0)=1,:

(3.32)

A 2-m c m
t=ty+At =k-u =p —k|u, + L B
e 0 At? L2 At Af? -

En donde u_,, se obtiene a partir de (3.26) y (3.27), particularizadas para el tiempo

inicial:

(AN —u = A . wy (3.33)

2. At o ’

u(t) 2. At
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w(t+ A =2 u(t) +u(t = A . uy—=2-uy +u (3.34)

i(t) = iy = ,
Af? ’ A
Despejando u_,, se tiene:
i - At2 (3.35)
u,]zuo2 +uy —uy - At

Conocido u_,, se puede comenzar el proceso de avance paso a paso para resolver la

ecuacion de movimiento en pasos discretos de tiempo, con la condicion que el paso de

tiempo elegido Af sea menor que el paso de tiempo critico Ncm (método

condicionalmente estable).

De acuerdo con BARBAT Y MIQUEL (1994)(2) , el paso de tiempo critico se puede

estimar por:

2 (3.36)

Endonde w,_  es lafrecuencia maxima del sistemay } es un factor de seguridad que
se puede elegir entre (0.75-10.90) . Nétese que en este método, no se requiere de la

resolucién de ningun sistema de ecuaciones.

3.7 Solucion Implicita

Newmark desarrollé una familia de métodos del tipo implicito para resolver la ecuacién

de movimiento. Dichos métodos se basan en encontrar la respuesta para el tiempo
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t+ At a partir del planteamiento de la ecuacion de movimiento (3.23) en el tiempo

t+ At requiriéndose la solucion de un sistema de ecuaciones lineales para encontrar

la respuesta, estos métodos son incondicionalmente estables, lo cual se traduce en que

no existe limitacion para el tamafio del paso del tiempo Af, salvo el hecho que dicho

paso de tiempo debe permitir que la respuesta quede bien definida,

para ello se

recomienda elegir pasos de tiempo del orden de %0 , siendo T el periodo fundamental

de la estructura [B-2].

El algoritmo de Newmark, parte definiendo una variacion lineal de la aceleracién:

u(r)=u(t)+ f(7)- [i‘i(t +AY) —ii(l‘)],

Con:
f(r)=0,para T=t

f(r)=1, para 7=t + At

Integrando (3.37), se obtiene la variacion de la velocidad:

A

u(t+ Aty =u(t) + fu'(r) cdt = () + (1) - At + [ii(e + A1) — i (1)]- Aff(f)dr
0

0

Integrando (3.39) se obtiene la variacion del desplazamiento:

0L0

u(t + M) =u(t) +i(t) - At + Af[j a(r)dr}dr |

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)
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Reemplazado (3.37), en el integrando de (3.40) y realizado la respectiva integracion de

este término, se tiene:

Al (3.41)
u(t + Af) =u(t) +u(t)- At + | { [[ii@) + £ (2) - Gz + A) - ii(t))]dr}dr ,
0L0
e+ Ay =u(e) + i) A+ [ (i) -7 + GG+ A i) - fyande, 4P
u(t + Aty =u(r) +u(r)- At + % Cii () - At [ii(e + Ar) —ii(1)]- Afj f(rydr, (3.43)
Sea:
N Ale ) (3.43)
[ f(t)dz =y At I{Iu(f)df}ﬂ'm y u(t + At)—u(t) = Au
0 0LO0
Reemplazando en (3.39) y (3.43) se tiene:
it + Ar) = u(t) +ii(6) - At + [ii (¢ + At) —ii(0)]- y - At (3.44)
. I S . ) (3.45)
u(t+ A = () (1) A+ (1) A [ii(t + At) —ii()]- B - A,
Reordenando términos en (3.44) y (3.45):
ut+ Ay =u(@)+A—-yp)-u(t)- At +u(t+At) -y - At, ( 3.46)
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. 1 . 2 . 2 (3.47)
(i A =u(0) +(0) AL+ (= ) @) A i+ A A

Despejando ii(t + At) en (3.47), se tiene:

Ut + At) = 7 1At2 “(Au —u(t)-Ar) - (ﬁ— 1) -i(t)» (3.48)
Reemplazando (3.48) en (3.46):
u(t+At) =u(t)+(1—y)-u(t) - At + (3.49)
LB-IAI‘Z -(Au—u(t)-At)—(ﬁ—l)-ii(t)}-7-At’
Reordenando términos, se llega a:
(3.50)

: _r . _rN — Y N Aredi
u(t+At)—(ﬂ.At) Au+(1 ﬁ) u(t)+ (1 2.ﬂ) At -ii(t)

En donde los parametros 7y £ determinan la estabilidad del método.

Sustituyendo las ecuaciones (3.47) y (3.50) en la ecuacién de equilibrio (3.23), en el

tiempo ¢ +Af, resulta:

m-t(t+At)+c-u(t+At)+k-u(t+At)=F(t+ At), (3.51)

k-u(t+At)=R(t + At) :u(HN):_RU;M (3.52)
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Con:

:LZJFL.},H{, (3.53)
B At B At
R+ A= F(t4 A L s (i (3.54)
t+At)y=r(t+At)+m- ~u(t)+ Uu@)+t(——-—-D-u(@) |+
V=R A b g ult) i)+ (g = 1))
v Y . V4 .
c- cu(t)+(==-D-u(t)+(——-=1)- Ar-u(t
L},.N O+ (5=l + (=D <>}
El algoritmo de Newmark es incondicionalmente estable, cuando:
1 1 1 ) ( 3.55)
>— >— (= ,
Y 2yﬂ 1 (2+7)
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CAPITULO 4
APLICACIONES A SISTEMAS DE UN GRADO DE LIBERTAD

4.1 Introduccion

A continuacion se presentan una serie de ejercicios de caracter académico que
permiten comprender las bases del comportamiento dinamico de sistemas de un grado
de libertad. La gran mayoria de estos problemas corresponden a problemas de
evaluaciones realizadas a los alumnos del curso de pregrado de Dinamica de

Estructuras.
4.2 Ejemplos de aplicacién
4.2.1 Marco sometido a carga impulsiva rectangular

El marco de la Figura 4.1, tiene una masa total de 50 T y la rigidez flexional de las
columnas es constante de valor EI=6000 KN — m?. Si la estructura se somete a una

carga impulsiva de duracién 0.5 s a nivel del diafragma horizontal rigido y se

desprecia el amortiguamiento estructural, se pide determinar:

1. Larigidez equivalente y el periodo fundamental.

2. Lavariacion del desplazamiento horizontal. Considere que el sistema se encuentra
inicialmente en reposo.

3. Elfactor de amplificacion dinamica de la carga impulsiva.
El valor numérico de cada una de las reacciones horizontales que se generaran en

las columnas del marco en los apoyos A, By C.
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t

B

| Apoyo F
ermpotrado F 3
1000 KN
1.5m
m=50T
3m . =6 _
EI=6000 kN-m 2 EI=6000 KN-m 2
A
ol B
ADoyo Apoyo
Fijo empotrado

Figura 4.1. Marco rigido sometido a carga lateral impulsiva.

0.5 (seg)'

Inicialmente es necesario calcular la rigidez lateral del sistema considerando el aporte

de cada columna:

k,

. . . 3
_3EIl_3 600? 10 666, (kNj

e m

ks

. . . 3
_12E1 12 6020 10 26667 (kNj

r m

ke

r 1.5° m

. . . 3
_12El _12:6000-10° _ oo s (k_N)

(4.1)

(4.2)

(4.3)

La rigidez equivalente de piso, en este caso es igual a la suma de todas las sub-

estructuras verticales (columnas) conectadas al diafragma horizontal;
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(4.4)
k=Y k =24666.67 (k—NJ =

m
a,\/E /szz,zl(@szz_nzo,zg3s
m 50-10 Ky @

Utilizando la integral de Duhamel para estimar la respuesta en la fase inicial de carga

quevaentre 0< ¢t <0.55 (con E) =1000 inv ), se tiene:

: (4.5)
u, (1) :n;_-wIFO sin(w (¢t —7))d7r = %[l—cos(a)-t)],

La solucién general en la fase inicial de carga, viene dada por la solucién homogénea

mas la solucion particular:

u(t) = A-cos( )+ B-sin(t) + %[1 —cos(w-1)], (4.6)
Dadas las condiciones iniciales nulas del sistema, se tiene que: 4 =B =0
u(t) =0.04]1-cosR2.2-1)] m ; para: 0<1<05s (4.7)

Cuando se retira la carga al tiempo = 0.5 S, el desplazamiento y la velocidad valen:

(0.5) = 0.041 1 — cos(11.1)]=0.0365 m, (4.8)

u'(0.5)=0.911-sin(11.1) = -0.905 m /s, (4.9)
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Luego de retirar la carga la estructura queda en oscilacion libre no amortiguada, con las
condiciones iniciales correspondientes a las finales de la fase inicial en t=0.5 s

(ecuaciones 4.8 y 4.9):

u(t) =0.0365-cos(w:(t —0.5)) — 0.04075 -sin( @-(¢ — 0.5)) m , para: (4.10)

t>05s

En la Figura 4.2 se observa que el desplazamiento dinamico maximo del sistema es

U, . =0.082 (dos veces el desplazamiento estético del sistema) y ocurre en la fase

inicial de carga del sistema.

Las fuerzas que toma cada columna:

F,  =u,, k =0082x666666.67 = 54.67 (kN) (4.11)
F . = U Ky =0.082%2666666.67 = 218.67 (kN)
e = Unax k3 = 0.082x 2133333333 =1749.3 (k)

La columna mas rigida (en este caso la columna corta) es la que toma mas esfuerzo de
corte, lo cual es evidente pues la fuerza es proporcional a la rigidez, siendo en este

caso la columna C la mas rigida.

76



0.15 .
0.0417(1-cos(22 217)) —8—

0.0366%c0s(22. 2140 5))-0. 0407 5%5in(22. 21 *(x-0 5)) ——

01 r

Desplazarmiento horizantal

0.1

tiempn (s}

Figura 4.2. Respuesta de la estructura para la carga impulsiva dada.

4.2.2 Marco sometido a excitacion basal

La estructura de la Figura 4.3 estd compuesta por tres columnas verticales de igual
rigidez flexional El= 5000 kN-m2, la masa del sistema vale M= 20 T y puede ser
concentrada al nivel del diafragma horizontal rigido, si el amortiguamiento estructural se

puede despreciar, responda a las siguientes preguntas:

M=20T

e

e

Lls{t}=ud sen(wt)

Figura 4.3. Marco plano sometido a un desplazamiento del tipo arménico.

77



1. Considerando que las condiciones iniciales del problema son u(z = 0) = 0.05 m,
u(t=0)=1 n y que el sistema oscila libremente sin amortiguacion, se pide
N

estimar la altura de las columnas para que el desplazamiento horizontal maximo
sea menor que U, =0.081m,

2. Silabase del edificio experimenta una excitacion del tipo arménico como la indicada
en la Figura4.3 con U, = 0.04 m y @ =20 rad/s, determine la forma analitica de

la respuesta permanente del sistema.
3. Calcule el factor de transmisibilidad entre la estructura y el suelo y comente su

respuesta.

La rigidez equivalente del sistema corresponde a:

12EI 3EI 12EI 27EI (4.12)
k= IPE +H3+H3 TE

Considerando que el sistema oscila libremente sin amortiguacion, la solucion del

problema sera del tipo:

(4.13)
u(t) =umax-ser{a)- t +(p] con U, =

Reemplazando:
u,=0.05m, ;, =1 L yu, =008 m setiene:
A

2
u, =005 +(l) =0.081= w=15.69 [rad/ s]
w
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Puesto que se conocen la masa del sistema m = 20000 Kg , la frecuencia fundamental

27EI

w=15.69 [md /s] y la rigidez equivalente f = . Se tiene:
1/3
. 27-EI (4.14)
wzzﬁjkzm.wzzzz_ff :H:[a)2-m} =3.01 m
m

La ecuacién movimiento del sistema debido al movimiento de la base, se define por:

mii+ku=-mi(t) (4.15)
Con la excitacion definida en forma arménica:
u () =u,senwt) (4.16)
u,(t) =u,w cosgt)
ii () =—u, @ senwt)
Reemplazando en la ecuacion de movimiento (4.15):
mii +ku=mu, @’ sen(@t) = mii + ku = F, sen(a@t) (4.17)
0 0
%{_/
FO
-2l (4.18)

Uy

u, ()= = 5 sen(@t+g) con tan@):m

Como no hay amortiguamiento ¢ = 0, y la solucién permanente se define por:
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4.19
up(t)sz-sen(ZO-t)z—0.065-sen(20-t) ( )
20

{15.69

En la Figura 4.4 se presenta en forma independiente el movimiento del suelo y de la
estructura, se observa que se produce una amplificacién del movimiento del suelo, es
decir un observador a nivel del diafragma rigido, sentira un movimiento mayor que si él
se ubicara en la base de la estructura, es decir, se produce sobre la estructura una

amplificacion del movimiento basal, dicha amplificacién se puede estimar:

max (4.20)

Llp 1 max
= 5 =1.6=1.6-0.04=0.064 =u ,
u, (1-a”)

TR:

0.1

Mav. Estructura —8—
Mov. del suelo —=—

Desplazamiento

-0.1

tiempo (g)

Figura 4.4.Movimiento de la base de la estructura y del diafragma horizontal.
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4.2.3 Marco sometido a carga impulsiva triangular

La estructura de la figura esta compuesta por dos columnas verticales de igual rigidez
flexional ElI= 5000 kN-mZ, la masa del sistema vale M= 20 T y puede ser concentrada al
nivel del diafragma horizontal rigido. La estructura, se conecta a un muro rigido
indeformable a través de un sistema mecanico de rigidez axial K= 50 kN/m. Se sabe

que la razoén de amortiguamiento es nula (es decir,c=0,£ =0).

F"{t} M=20T K
—w | f
El 3m
5m El A AL

Figura 4.5. Marco plano sometido a carga triangular impulsiva.

Py
e 7 ,
= :
=4 1
= _‘7 I
L 025 ceg 03 seg J !
I T 1
Fase T Fase IT

Bajo estas condiciones se pide:

1. Definir analitica y graficamente la ley de variacién que describe el desplazamiento

horizontal del diafragma rigido para la fase de carga ascendente (fase I).
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(1) 2400{ é ~ sen(a)-t)]

mao @°

2. Definir el valor numérico del desplazamiento horizontal maximo que se desarrolla
en la fase ascendente de carga.

3. Evaluar el valor de los esfuerzos de corte tanto en la base de las columnas, como
en la seccion A-A que se desarrollan para el desplazamiento maximo en la fase
ascendente.

12E1 12EI kN (4.21)
ky = e s +k=27522 —
\/7 / 752. ><30 _1173rad
20-10
24007 0<7<0.25 (s) (4.23)
P(t) = {1100-20007 0.25<7<0.55(s),
0 72>0.55(s)
La solucion particular se obtiene mediante la integral de Duhamel:
1 t=0.25 (
u, (1) =— j P(eysen(e(t - o)dr = —— j 2400zsen(o(t =TT, 4 50
Integrando por partes:
du=dr
u=r1
0]
=025 (=025 (4.21)
2400 cos(a(t —
u (1) == —cos(a)(t ) cos(t =7)) 4,
0] 0 0 0]
(4.22)
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Reemplazando valores, se llega:

u,(£)=0.87¢t—0.074ser(11.73t) m, (4.23)

La solucion homogénea sera de la forma:

u,(t)=A-sen(w-t)+ B-cos(w-t) m, (4.24)

Asi solucion total para la fase ascendente sera:

u,(t)=A-sen(w-t)+ B -cos(w -t)+0.87¢t—0.074 -sen (11.73t) m , (4.25)

Considerando condiciones iniciales nulas, A=B=0, por lo tanto:

u,(t)=0.87¢t-0.074 sen (11.73t) m , (4.26)

De Figura 4.6, se aprecia que el desplazamiento maximo se produce en ¢ =0.25 s

vale aproximadamente uT(t =0.25) =0.20 m. El corte en la base de las columnas

y en la seccién A-A, se obtiene utilizando el desplazamiento maximo y la rigidez de cada

elemento.

. 4.27
2B 1290006 50029696 kN o

F=k.u

max h13 umax 53
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C12EI 125000

max h2 3 Z'tmax 3 3

0.202=448.89 kN

F, =k, u

Seccion A-A: Iy =k -u_ =500202=101 kN

03

Fase : ut)=0.87"-0.074%sen(11.73%) —8—

0z r

Desplazariento
o]
o

01 F

0 0.05 0.1 0.15 0z 0.25

tiermpo (s)

Figura 4.6. Respuesta en fase |I.
4.2.4 Marco sometido a carga armdnica

El marco de la Figura 4.7, tiene una masa total de 30.000 kg vy la rigidez flexional de

cada columna es constante de valor EI=8000 KN-m2. Si a nivel del diafragma horizontal
rigido se aplica una fuerza arménica definida por F(?)=1Fp-sen(10-t), se pide

despreciando el amortiguamiento estructural:
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M = 30.000 kg F (t)

v

El=8.000kN-m2 HI2 Hi2

Figura 4.7. Marco plano sometido a carga armaénica.

Determinar la altura de las columnas para que la frecuencia fundamental del sistema no

- rad
sea superiora /2 %eg .

4.28
0 =K1 o K, M 07 =30.000-12* =4320 kN, (429
M

E EI (4.29)

KH:Zkizle—I3+6

3 :60E—[3:>
H H
3]
8.000

H3=60-W=111,11:>H=4.81 m

Encontrar la amplitud de la fuerza forzante FO para que la amplitud del desplazamiento

dinamico maximo no supere los 6 CH1, considerando que la frecuencia fundamental

rad
vale 12 %eg'
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F, 1 6 (4.30)
. — :>
K, (I1-a®) 100

F, =0.06-4.320.000 - (1 - (g)z) =79.2 kN

Determinar las fuerzas de corte que toman cada una de las columnas para el valor de

la amplitud del forzante FO definido en el punto anterior.

K, 128000 _gor g BV g 3 8000 gy kY (43D
4.81 m 2.41 m
K, =43133 (4.32)
m
(4.33)
F =327 500158 kN y F,=F. =122 7922317 kN
43133 43133

Definir el valor de la amplitud del desplazamiento estatico asociado a E):

(4.34)
uozF—Oz 7.2 =0.018 m,
K, 43200

4.2.5 Maquina conectada a pared rigida

La maquina de la Figura 4.8, tiene una masa de 330 kg y se encuentra ligada a una

pared rigida, a través de un sistema de resortes elasticos lineales. Si dicha maquina

estara sometida a la accion continua de una fuerza horizontal del tipo arménico de

amplitud maxima de 20 KN y de frecuencia 1 Hz. se pide:
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barra sin

barrasin K
1 masa

masa

Ky Kq

M =330 Kg Fh)

[ X

Figura 4.8. Maquina conectada a pared rigida.

Determinar el valor de la constante elastica K;, para el desplazamiento horizontal

maximo en operacion (servicio) no exceda los 6.0 cm.

La rigidez equivalente del sistema de resortes superiores (en serie), se obtiene a partir
de:

5 2K (4.35)

1
K, 2K, 5

1
K, 2K

1 1
K 1

Luego la rigidez equivalente de todo el sistema que conecta la maquina con la pared,

se calcula como:

7. K (4.36)
K:{ l}rKl:%'Kl,
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La ecuacion (2.92) nos permite definir el valor de la amplitud maxima del movimiento

considerando que el grado de amortiguamiento £ es nulo:

F, o 2r (4.37)
U, = —~ con @ =—=",
Kll-a 0]

e

e (4.38)
Pero w= e:>Ke=a)2~m,
m

6 20.000,0 (4.39)
100 PPN I
a)2-330-{1— a }
w
@ -330—4-7° 330=33333333 > 0 =324 "4
S
44
Ke=32.42-330:>K1:%[32.42-330]=247,4 kN (440)
m

Estime la fuerza maxima que se transmite a la pared rigida, cuando el sistema esta

funcionando.
1 (4.41)

= =20.78 kN,
|_[628
32.4

Estime el valor de la constante de amortiguamiento “C”" necesaria de adicionar al

F, =20.000,0-

sistema mediante un dispositivo mecanico del tipo amortiguador viscoso para que el

sistema no vibre.
kN (4.42)

c=c, =2-JK,-m=2-/346.420,8-330 =21.38 ——
m
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CAPITULO 5
SISTEMAS DE N GRADOS DE LIBERTAD

5.1 Introduccioén

Si bien el sistema de un grado de libertad conduce a aproximaciones razonables para
obtener una estimacion del comportamiento global de un edificio, existen ocasiones en
las que es necesario recurrir a modelos mas sofisticados en los que la masa de la
estructura ya no se concentra en un sélo punto, si no que se distribuye en varios puntos
a lo alto del edificio. Tipicamente, en este tipo de modelos se supone que la masa esta
concentrada en los niveles de piso y sujeta a desplazamientos laterales Unicamente en

dicho nivel.

5.2 Ecuaciones de movimiento

En la Figura 5.1 se muestra un modelo dinamico de un edificio de tres pisos, en donde
cada piso se puede representar por una masa concentrada que tiene la posibilidad de

desplazarse unicamente en forma horizontal. Lo anterior dado que se asume la

hipétesis que las columnas son inextensibles [P-1].
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ma3

| y3
k3
m2
k2
mi
k1

Figura 5.1. Modelo de estructura de 3 grados de libertad.

Los desplazamientos relativos de piso, se estiman de acuerdo con:

(5.1)

7/[1 :yl _ys
U, =y, =
=Y,

Por equilibrio de cada una de las masas del sistema (ver Figura 5.2) y sin considerar el

amortiguamiento estructural, se llega a:

k(v =) k(v —,)
- mzjjl my 3
— k
3( 3 _.-VZ)
k(v =y,) koy,—») .

Figura 5.2. Diagrama de cuerpo libre de cada una de las masas traslacionales.
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my =my, () —,)—k, (v, =) =0 (5.2)
m, =>m,y, +k(y, — )~k (5 —1,) =0
my,=my;+ky(y,—y,) =0

Considerando que el movimiento del suelo es nulo ( ), = 0 ), se tiene:

m,y, + (k+ky,)y, —k,y, =0 (5.3)

my, —k,y, + (ks k) y, —ky, =0
my,=my;+k(y,—y,) =0

Reordenado los términos de las ecuaciones y re-escribiéndolas en forma matricial, se
llega a:

m 0 0|y ki+k, —k, 0 B2 (5.4)
0 my 0|y, |+ -k k+hk —k||»|=
0 0 m|y, 0 — ks ks Y3

S O O

Introduciendo el amortiguamiento estructural y una aceleracion basal Y, (f):

_ml 0 0 j}l+j}s_ ¢+, —C 0 | »
0 my O |y,+),|+| —c, cy+c; —c ||y, |+

|0 0 my | yy+J, | 0 —C ¢ | s
ke, +k, -k, 0 [» 1] [0

~k, ky+k, -k, |y, |=|0

0 —ky  ky Jlys| |0
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m
0
0

0 0[] [e,+e, -c, 0 Iy (5.5)
my, 0 |3, |+] —c c,+ey, —cy ||y, |+
0 my| ¥, 0 —C N A

k, +k, —k, 0 |l

_k2
0
m,
-1 0
0

ky+ky —ky|ly,|=
— ks ky | ys

0 0|1

my, 0 1|y

0 myl|1l

Para ello, se han considerado las siguientes hipotesis:

La masa traslacional se concentra a nivel de cada piso (el sistema tiene tantos

grados de libertad como numero de pisos). Una estimacion de la masa se puede
hacer a partir del valor del peso sismico por unidad de area ¢ y el area en
S : A

g

planta del diafragma A , obteniéndose m =

Las columnas son elementos indeformables desde el punto de vista axial, es

decir, no se estiran ni se acortan.

A nivel de cada piso, existe un diafragma horizontal rigido, que solo se traslada
en la direccion del horizontal y en donde todos los puntos contenidos en él, se

desplazan la misma cantidad.

El sistema de ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes de (5.5), se puede

expresar en forma matricial, de acuerdo con:

I
I'<

_|_
I
I'<-

_|_
>
I<

I|I
=

(5.6)
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Nétese que la matriz de masa concentrada A:/f es diagonal y definida positiva, y la

matriz de amortiguamiento g y rigidez son simétricas £ .

A nivel de cada una de las masas las ecuaciones de movimiento se encuentran

acopladas, es decir, los desplazamientos asociados a la masa 1%, dependen de los

desplazamientos y velocidades relativas del piso inferior y superior.

Cuando la estructura no estd sometida a excitacion externa alguna (aceleracion del
suelo j}s = O), y su movimiento esta gobernado solo por las condiciones iniciales se
considera que el sistema se encuentra en vibracion libre. Bajo esta condicion y
suponiendo que el amortiguamiento estructural es nulo £=0, es posible encontrar el

vector de desplazamientos que satisface el sistema de ecuaciones diferenciales:

(5.7)

I<
1>

.j}-'- .y:O,

La solucion analitica, para cada uno de los grados de libertad es dada por:

vy, =@, -sen(o-t+¢) (5.8)
V,=0, sen(o-t+¢)
;=@ -sen(o-t+¢)

Que en forma vectorial se expresa por:

y=0-sef®-t+9), (5.9)

En donde @ es el vector de amplitudes,  es la frecuencia propia del sistemay ¢ es
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el angulo de desfase. Sustituyendo (5.9) en (5.7) resulta:

[k —w*um]@=0, (5.10)

La solucion del sistema de ecuaciones (5.10) constituye un problema de valores y

vectores propios. Este sistema tiene soluciones @ diferentes de cero (es decir, el

sistema vibra) solamente si el determinante de la matriz de los coeficientes es nulo:

det@—wzj\:dzo, (5.11)

La ecuacion algebraica resultante, se conoce como ecuacion caracteristica del sistema
y conduce a una ecuacion polinémica en la incégnita @” que tiene tantas soluciones

como grados de libertad tiene la estructura.

& +C 0" +Cy 0™ 4 C, 0 +C, =0, (5.12)

Las raices de ecuacion (5.12), corresponden a los valores propios (o frecuencias) en
las cuales puede desarrollarse una vibracion arménica, también denominados
frecuencias normales o frecuencias propias que dependen de las propiedades del

sistema (rigidez y masa).

En el caso de estructuras las matrices de masa y rigidez son reales, simétricas y

definidas positivas, por consiguiente la ecuacién (5.12) siempre tiene soluciones >

positivas y en consecuencia los valores de (., son reales.

Siguiendo una practica convencional se ordenan las frecuencias normales de menor a

mayor o, <m, <®; <---<®, Y Se agrupan en una matriz denominada espectral. La
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matriz espectral tiene la siguiente forma [B-1]:

o, 0 0 0 (5.13)
Q- o, 0 0
= 0 o 0

0 0 0 w

A la menor frecuencia del sistema se le denomina frecuencia fundamental. Para cada

valor de a)l-zque satisfaga la ecuacion caracteristica (5.10), puede resolver la ecuacion:

Q{—wf 'J\=4)-@,- =0,i=1,23,.,n (5.14)

Y encontrar componentes del vector de amplitudes q)l,-,q)z,-,---,(bm- en términos de una

constante de proporcionalidad arbitraria. Si se grafican estas coordenadas se obtiene
un movimiento arménico de vibracion, en el cual todas las masas de la estructura se

mueven en fase con la misma frecuencia. Este movimiento, se denomina modo de

vibraciéon normal asociado a la frecuencia @; .

Para un sistema de tres grados de libertad, se tendria:

Para i=1,
D, (5.15)
w, = ®, =|D,, |, para la frecuencia fundamental
cD31
Para i =2,
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o, (5.16)

0, =0, =Dy

D,
Para i =3,
D, (5.17)
o, =Dy =Dy |,
D,
L] D, Dy
®n, 1 2 gy 25 g
L)
@om, @, 2, =
m L] D
. 3 3 32 GI”
e ¥ 7 T
MODO 1 MODO 2 MODO 3

Figura 5.3. Modos de vibrar para la estructura de 3 niveles.

Estos modos pueden ser agrupados en la matriz modal 9 la cual contiene en sus

columnas los respectivos autovectores ordenados de izquierda a derecha, partiendo
con el autovector asociado a la frecuencia fundamental (modo 1) y terminando con el
autovector asociado a la frecuencia maxima (modo n).
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(5.18)

n

=
Il
=
I
=)
&
E

nl cee Ilj e nn

5.3 Propiedades de ortogonalidad

Se puede demostrar que las formas naturales de vibracién agrupadas en la matriz modal

2 constituyen un conjunto ortogonal completo con respecto a las matrices de masa g
y rigidez£. La propiedad de ortogonalidad de los autovectores y el concepto de

coordenada normal z(¢) seran la base del analisis modal. Analisis que nos permitira

resolver sistemas de ecuaciones acoplados, tal como los resultantes en sistemas de n
grados de libertad.

Conocidas las frecuencias del sistema, @, € R vy los respectivos autovectores @, ,

para dos frecuencias cualesquiera @, # ; se tiene de (5.10):

S

=0, (5.19)

I>
o
|
eI\)

1>
=)
|

L

I=

®, =0, (5.20)

Pre multiplicando la ecuacion (5.19) por —@5 y la ecuacién (5.20) por @l.T se tiene:

—_ 1

_CD/T'£'@i+a’?‘@§'£'@i:0/'_@§1 (5.21)
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@_T.g.@__w?.@T.M.@,:0/.@? (5.22)

Sumando (5.21) con (5.22) se llega:

0} -0 0l M@, =0, (5.23)

Puesto que o, # @, = Qir -]\=4-@j =0, que es la propiedad de ortogonalidad de dos

autovectores cualesquiera con respecto a la matriz de masa. Entonces se demuestra

que:

@f-g-@j:o para i # j (5.24)

Se demuestra también que para el modo ; = dbj:

K-® -0 M-©,=0=>K-®, =0; -M-®,, multiplicando por @ sellega a:

@T.g.@jzwf.gf.g.q) (5.25)

=j

Pero como el lado derecho de la ecuacidon (5.25) es nulo debido a la ortogonalidad de

la matriz de masa con respecto a dos autovectores diferentes con @, # @, se tiene que

también se cumple la condicion de ortogonalidad con respecto a la matriz de rigidez.

@,.T-g@jzo para i # j (5.26)
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La demostracion anterior puede verse desde otro punto de vista a partir de la ley de

Betti, la cual plantea que el trabajo mecanico efectuado por las fuerzas del modo i con

los desplazamientos del modo j es igual al trabajo mecanico efectuado por las fuerzas

del modo ; con los desplazamientos del modo .

Fuerzas del modoi :

£@z_a)12]‘=4@z =0 =

Fuerzas del modo j :

Il
\8[\)
I

Calculando e igualando el trabajo de acuerdo a la ley de Betti, se tiene:

T T
Qj.Ei:@i 'Fj
T 2 T 2
O -0 M-D,=0;, -0, -M-D,
Q)0 M- -®] 0] M-D,
T 2 2
©] M0, [0 -} |0,

Puesto que o, # @;:

@JT M-®, =0,

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

Que es la condicion de ortogonalidad de la matriz de masa con respecto a dos auto

99



valores diferentesi # j .
5.4 Andlisis Modal

Con el fin de desacoplar las ecuaciones de movimiento de (5.5) se utiliza una
transformacién de coordenadas que relacionan las coordenadas reales y(t) con un

nuevo sistema de coordenadas denominado modales z(¢) , es decir:

D, D, L D[] 2] (5.33)
y=0z= D, o :[@1 iy q)n] Zip

o, ..o, ... D, ||z 12, |
y=2 @, -z, (5.34)

Realizando la transformacion de coordenadas de ecuacion (5.33), en la ecuacion de

movimiento (5.5) y pre multiplicando por la matriz modal traspuesta, se llega a:

MA(D2)+C(P-2)+K(P-2)=-M-1-F, oM (5-35)

~

E
I<
e

.z)+2T.

19

.(2.2)+2T.

I

(@ z2)

_97 M -1-3, (5.36)

En donde, se define la matriz de masa generalizada (matriz de masa modal):

D, =M, (537)

J

M D=M =P M

<
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Matriz de amortiguamiento generalizado:

T

. (5.38)

S}
([}

.2:

[

Matriz de rigidez generalizada (matriz de rigidez modal):

" (5.39)

J

o’ -

>
e

=K r.

= J =

=

g:K

Puesto que las matrices de masa y rigidez son ortogonales con respecto a la matriz
modal se verifica que dichas matrices solo contienen términos en la diagonal principal.

La matriz de amortiguamiento generalizado de momento se supondra diagonal:

M ... 0 ... 0 c ... 0 ... 0] (5.40)
M= M; O = C

0 0 ... M, 0 0 C, |

'Kl ... 0 ... 0] (5.41)
K = K ,

|0 ... 0 .. K|

Los términos del lado derecho de la ecuacion (5.36), se pueden reescribir como:

(5.42)

|t~
I
[£=]
I<
U
h
I
18,
I
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Luego, la ecuacion diferencial (5.36) para la coordenada normal j en términos de los

parametros generalizados se expresa por:

*'.. *'. *' _ '.. 543
M, Z,+C, -z, +K, -z, ==L, -y, ( )
c K" L. (5.44)
Zi+—z;+ - z;,=- 5,
J Mj Mj
Donde:
( 5.45)

S

iMi(Dij
i=1

M@

i

L @ .
sz ]* — —TJ
Mj 9/'A=4'9/‘

i=1

(5.46)
428 0) itz =T, 3,
En donde I'; se denomina factor de participacion modal del modo j y es una medida

de la contribucion del modo j a la respuesta total del sistema.

De esta forma el sistema de n grados de libertad de ecuacién (5.5) se ha transformado
en n sistemas de un grado de libertad cada uno de ellos. En este nuevo formato, el

problema se transforma en la solucion de n ecuaciones independientes en la

coordenada z/(t), las cuales pueden resolverse con los métodos y procedimientos

utilizados para sistemas de un grado de libertad vistos en el capitulo 2 y 3 del presente

texto.

El procedimiento anterior se denomina desacoplamiento modal de las ecuaciones de

equilibrio dinamico. Graficamente, el desacoplamiento modal se presenta en la Figura
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5.4 para un edificio de cuatro pisos sin amortiguamiento estructural, la interpretacién del
proceso de desacoplamiento, es que el comportamiento dinamico de una estructura de
varios grados de libertad se puede descomponer en varios sistemas independientes de
un grado de libertad cada uno cuyas caracteristicas dependen de los parametros

generalizados de vibracién de la estructura.

Figura 5.4. Representacion grafica del desacoplamiento modal [C-1], [CH-1].
En el andlisis dinamico de estructuras de varios grados de libertad el efecto del
amortiguamiento estructural se considera separadamente en cada uno de los modos de
vibrar.
5.5 Normalizacion de ecuaciones
Muchas veces resulta comodo desde el punto de vista de las ecuaciones de movimiento
desacopladas, normalizar la matriz de masa, amortiguamiento y rigidez, utilizando una

forma particular de la matriz modal.

Con esto se busca que:
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1 00 (5.47)
©"M-®=I=0 1 0|,
0 0 1
ol 0 0 (5.48)
O K-0=| 0 @ 0]=0%
0 0 o

Donde 22 es la matriz espectral (5.13) al cuadrado y 2 es la matriz modal normal, la

cual se obtiene al dividir cada una de las columnas de la matriz modal (5.18) por un

factor de escala.

Dicho factor de escala corresponde a las respectivas raices cuadradas de la diagonal

de la matriz de masa generaliza w/M: de ecuacion (5.37). Notese que el factor de

L
participacion modal F_/ = M] depende del método utilizado para escalar las formas
J

. e . *
modales luego si utilizamos la matriz modal normal: I'; = L, puesto que M; = 1.

I D, cDIj O, | (5.49)
M, M; M,
()

&
I

D D, @,
Mg

Que corresponde a la matriz de modal normal. Dicha matriz satisface sobre la matriz

de masa y de rigidez las condiciones (5.47) y (5.48).
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Para el andlisis sismico es conveniente a utilizar el concepto de masa equivalente, el
cual es util para reducir el nimero de calculos involucrado en los parametros de disefo.
Dado que el valor maximo de la respuesta modal se encuentra asociado al valor maximo

del lado derecho de la ecuacion (5.46), es decir, se encuentra asociado al valor del

desplazamiento espectral SD/ multiplicado por el factor de participaciéon modal del

respectivo modo ;.

— _ max _ 5.50
Y=Y @z, =y " =0, 2" =@, (TS, ), (5:50)

Las fuerzas de corte sobre la estructura:

f=K-y=K-(2-2), (5.51)

(5.52)

I~
Il
=

e

N
+
L
&

&
+
L

1o

Iy

Luego, la fuerza de corte maxima asociada al modo ; considerando la propiedad de

ecuacion (5.24):

max

>

max 2 5.53
@, -2 :£.q_)j.(rj.SD/_):a,j_M.q_)j.rj.SDj’ (5.53)

—J

El esfuerzo de corte que considera la contribucion de cada uno de los modos de vibrar,

se define por:

(5.54)

M=
Il
M=
8,
B
!
5]
\D

f=%f

J J

~.
Il
—_
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El corte basal se expresa como la suma de todas contribuciones modales:

T L 2 (5.55)
0, =1 .J_fzjzzl(l M -® )T, -SDJ. o5,
En donde:
r n (5.56)
1 'ﬁ'@j: Mq)i/:L,‘,
i=l
Quedando, la siguiente expresion:
n 5 n L ) n Lz_ 5 (557)
Qb = Z(Lj 'Fj 'SD/» 'wj) ZZ(Lj 'M_'/*'SD/. 'wj) :Z(A/[j* 'SDJ 'a)j)'
=1 j=1 J =1 j
Introduciendo el parametro MJE denominado masa equivalente del modo ;:
, L E lF, M_/Jz s
Mf=—io Mj="——0r—=I7 M, (5.58)
ZM;E = ZM/ =M o
j=1 Jj=1
(5.59)

0, = Z(M,E 'SDj a),z),
=

Notese que la masa modal equivalente asociada al modo j se puede dejar expresada

en funcion del factor de participacion modal sz por la masa modal o generalizada del

respectivo modo. Puesto que existe la siguiente relacion entre las cantidades

espectrales:
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S, =S, o7, ( 5.60)

Entonces, el corte basal de ecuacidon (5.59) se puede expresar en funcién de la masa

modal equivalente como:

n (5.61)
Qb = Z(M,E 'SAJ-)’

J=1

ax
No obstante lo anterior, para evaluar el corte basal maximo Qn se debera aplicar

algun criterio de superposicion modal, dado que las aceleraciones espectrales, ocurren
en diferentes instantes de tiempo (distintos periodos) y por consiguiente no es posible
sumarlas en forma directa, ademas nace la pregunta, si es necesario considerar la
contribucion de todas las formas modales, mas aun, cuando las frecuencias superiores
contienen errores numéricos propios de los métodos del calculo de auto-valores. En
este sentido, no hay guias para determinar cuantos modos de vibrar deberian ser
incluidos en el analisis modal, dado que esto depende de las caracteristicas de la
estructura y de las ordenadas del espectro utilizado. Sin embargo, el analisis deberia
incluir el numero suficiente de modos hasta esta alcanzar un error del 5% con respecto
a la solucién “exacta”. Puesto que la respuesta “exacta” no se conoce, un procedimiento
de prueba y error se deberia adoptar, hasta que la adicién de un modo adicional no
afecte significativamente la respuesta con respecto al analisis que considera menos

modos.

En el caso particular de la NCh433-0Of 96-Mod 2012, en su punto (6.3.3) considera que:
“Se debe incluir en el analisis todos los modos normales ordenados segun valores
crecientes de las frecuencias propias, que sean necesarios para que la suma de las

masas equivalentes para cada una de las dos acciones sismicas sea mayor o igual a

un 90% de la masa total”.
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Noétese que:

1. La suma de las masas modales equivalentes para todos los modos es igual a la
suma de todos los términos de diagonal de la matriz de masa, es decir, la masa

total de la estructura.

2. Para efectos del analisis modal espectral es suficiente considerar un nimero de
modos de vibrar tal que la suma de sus masas modales equivalentes, no sean

menores al 90% de la masa total de la estructura.
5.6 Métodos de superposicion modal

La solucion de las ecuaciones diferenciales desacopladas de (5.46) puede realizarse
mediante la integracion en el tiempo (métodos paso a paso, capitulo 3) de las
ecuaciones de movimiento, la cual entrega la solucién a estas ecuaciones para
cualquier patrén de fuerzas exteriores aplicadas al sistema ya sea con comportamiento

lineal o no lineal del sistema.

Para el caso de estructuras con comportamiento elastico lineal una forma sencilla de
estimar un limite superior para la respuesta maxima, es el método de superposicion
directa de los maximos modales, el cual permite definir un limite superior para la
respuesta utilizando los valores absolutos de cada una de las contribuciones modales

maximas:

max max 561
Yi :‘CI)” *Z) ( )

+~-+‘CD..-Z

Sin embargo los resultados obtenidos con este método sobreestiman la respuesta.

Otro método bastante utilizado y que da una estimacién razonable de la respuesta
maxima calculada a partir de los valores espectrales es el método de la raiz cuadrada
de la suma de los cuadrados de las contribuciones modales (SRSS) (propuesto por
Newmark y Rosenblueth, 1971):
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yimax — \/(q)i1 .Zlma)()Z 4ot (CDU . Z?lax)z 4ot (CDZ-},, .ZmaX) ’ (562)

n

Método que en la mayoria de los problemas 2D resulta ventajoso y funciona bien, sin
embargo en analisis 3D de edificios asimétricos, en donde es comun encontrarse con
dos frecuencias muy cercanas (del orden de un 10%), la aplicacion directa del método
SRSS, puede subestimar o sobreestimar la respuesta, siendo recomendable utilizar el
método de Combinacién cuadratica Completa (CQC) (Wilson, Der Kiureghian y Bayo,
1981) [CH-1].

El método CQC, se basa en la teoria de vibraciones aleatorias y puede ser utilizado en
el analisis modal espectral si la duracién de la parte asociada al moviendo fuerte del
sismo, es varias veces mas grande que el periodo fundamental de la estructura y las
ordenadas del espectro de respuesta varian suavemente sobre un rango amplio de

periodos que incluyen a los modos dominantes de la estructura.

1 (5.63)

n n 2
y;nax = |:zzzkipijzkj:| ,

i=1 j=1

Donde Zj; y Z;; son los desplazamientos modales maximos correspondientes a los

modos de vibrar i y j respectivamente y /1 es el nimero de modos. Los coeficientes
Py de acoplamiento entre los modos i y j paraun & constante se definen por [CH-

1]:

8 (1+1,)r o

P A=y 4 (L)

Donde r se define como la razén de frecuencias entre los modos i, j:
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(5.65)

Nétese en (5.65), que cuando @) =@; =71; =T, =1 y By =1. ver figura 5.5
Es importante notar que si el coeficiente de acoplamiento Py depende del grado o

razén de amortiguamiento. Si estos coeficientes se ordenan en una matriz (ver Figura

5.4), la matriz resulta simétrica y todos los términos son positivos.

M 1 2
odo 3 Frecuencias ﬂ
K
1 1 P Pi3 @,
2 sim 1 P2 @,
3 sim sim 1 o,

Figura 5.4. Matriz de correlacién entre coeficientes de acoplamiento, para una

estructura de tres grados de libertad.
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Figura 5.5. Coeficientes de acoplamiento.
(Fuente: http://140.194.76.129/publications/eng-manuals/em1110-2-6050/c-2.pdf)

Para una estructura sin amortiguacion, el método CQC es idéntico al método SRSS.
También cabe mencionar, que si las frecuencias estan bastante separadas, el criterio

CQC, proporciona valores similares al criterio SRSS.

Dentro de las ventajas del andlisis modal se tiene [B-1]:

El sistema de ecuaciones diferenciales se desacopla, pudiéndose solucionar cada una

de las ecuaciones en forma independiente.

1. Se ha comprobado que la respuesta de un sistema se puede aproximar bien,
incluyendo en el calculo solamente los primeros modos de vibrar. Recordemos que
para efectos del analisis modal espectral es suficiente considerar un nimero de
modos de vibrar tal que la suma de sus masas modales equivalentes no sean

menores al 90% de la masa total de la estructura.
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Las desventajas son:

1. Gran esfuerzo computacional para solucionar el problema de valores y vectores

propios.
2. El procedimiento es valido solo en problemas elasticos.

5.7 Efecto del amortiguamiento

La matriz de amortiguamiento C de ecuacién (5.1), debe ser tal que los modos de

vibrar con respecto a ella, posean propiedades de ortogonalidad similares a las que
tienen las matrices de masa y rigidez de forma que sea posible el desacoplamiento de

la ecuacion (5.2).

Es decir, debe cumplirse que:

@f—£~@j=0 para i# j (5.66)
T o . 5.67
Q;-C-®,=C; parai=] (567)
* * 5.68
C, =26, 0,-M,, (568)

Una aproximacion sencilla para describir el amortiguamiento global de la estructura y
tener una solucion cerrada a la ecuacion de movimiento, es que la matriz de

amortiguamiento satisfaga las condiciones de ortogonalidad. Lo anterior se puede lograr

si esta se construye proporcional a la matriz de masa g y de rigidez £ (puesto que

ambas matrices son ortogonales con respecto a la matriz modal @), este tipo de

amortiguamiento recibe el nombre de amortiguamiento del tipo Rayleigh FEMA 451 [F-
1], [CH-1].
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I
8
I=

+B-K, (5.69)

1
Endonde & y [ son constantes a determinar con unidades — y s respectivamente.
s

Para que la ecuacién de movimiento pueda desacoplar los términos asociados a la
matriz de amortiguamiento, se debe tener que:

CO= [‘DZTJ\=4@f]+ﬂ-[®f-g-@i]zz.gi.a),.M;, (5.70)

Puesto que M y K son ortogonales con respecto a @, se tiene que:

a'M:+ﬂ'K;*:2'§i'wi'Mi*’ (5.71)
a.Mi*+ﬂ'a)i2'Mi*:2.§i'a)i'Mi*’ (572)
(5.73)
=% P,
20, 2

Los coeficientes O y B pueden ser determinados a partir de dos razones de

amortiguamiento especificadas. Suponiendo que &, y &, se conoceny reemplazando

en (5.73), se obtiene:

. o 0 ‘ (5.74)
{ﬂ}zz'(wf—wﬂ,) / A) Lf}

113



Un caso particular, que permite obtener estos coeficientes en forma rapida, es asumir

que dos modos tienen el mismo amortiguamiento & :

2 w,0, 2 (5.75)
p=¢

—_— y —_—
(a)m +a)n) (a)m +a)ﬂ)

Para aplicar este procedimiento, el grado amortiguamiento en cada modo se escoge
para asegurar valores razonables de & en todos los modos que contribuyen

significativamente a la respuesta dindmica. Graficando ecuacion (5.73) (ver Figura 5.6),

se concluye que este modelo, resulta util para el rango de frecuencias que estan dentro

de (a)l , a)j) y que para el resto de frecuencias se generar un sobre amortiguamiento

estructural. Usualmente se eligen como frecuencias @, y @;, a las asociadas a los

modos con mayor masa traslacional que afecten a la estructura, hasta la frecuencia que

permite completar el 90% de la masa total.

T T T I I

, . | —&— Proporcional a la Masa
o o 1’| —8— Proporcional a la Rigidez []
. : —#— Rayleigh

ann

Razdén de amortiguamiento

Frecuencia (rad/s)

Figura 5.6. Amortiguamiento del tipo Rayleigh rango de frecuencias @; y ®; .
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Como ejemplo, supdénganse que se especifica que el amortiguamiento para los modos
1y 3 es de un 5% con respecto al valor critico y que se conocen las frecuencias del
sistema:

Tabla 5.1: Frecuencias

Modo o ra% )

4.94
14.6
259
39.2
52.8

A B W N =

Para construir la ecuacion de la curva de fraccién de amortiguamiento (5.73), es

necesario definir el valor de los coeficientes O yf3, evaluando con &, =&, =0.005 y

o, =4.94, w, =25.9 se tiene:

a =0.41487
B =0.00324
5.76
g = 020743 600162, (579)
.

1

El valor de la fraccién de amortiguamiento &; se presenta en la Figura 5.7:
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012

Amortiguamiento tipo Rayleigh —8—
(0.20743%) —=—
0.00162% —e—
01 r f

Fraccion de amortiguamiento %

1] 10 20 30 40 a0 &0

Frecuencia (rad/s)

Figura 5.7. Variacion del amortiguamiento del tipo Rayleigh.
Para este ejemplo, se concluye que para frecuencias altas (modos 4 y 5) los valores de
la fraccion de amortiguamiento critico podrian ser sobre estimados y para la frecuencia

2 el valor de la fraccion de amortiguamiento critico podria ser sub-estimado.

Otro tipo de amortiguamiento utilizado es el denominado Caughey, en donde para

calcular el amortiguamiento en mas de dos modos se considera la siguiente forma:
N-l ; (5.77)
C=Myalu k],

En donde N es el nimero de grados de libertad y ¢, son contantes a determinar.

Desarrollando los primeros tres términos de esta serie, se tiene:

Mla, @Z]O +0‘1@71£]1 ta, Mﬁ]z l=a,M +a,K +a, KM 'K, (5.78)
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Esté claro que los dos primeros términos corresponden al amortiguamiento de Rayleigh.

En este caso, el grado de amortiguamiento fi para cada modo, se puede estimar

desacoplando la matriz de amortiguamiento:

2T£ 2:2T[ ao£+a1£+%££”£ ] o, (5.79)
. . . Lk (5.80)
2 égjmja)j =a,m; +O!lkj+052kjm—j*,
J
; (5.81)
o, w;
=t —w, ta,—,
5_/ 2a)j 2 J 2 2

Dentro de los problemas encontrados en el modelo de Caughey se destaca el hecho
que los términos «; pueden resultar valores negativos, los cuales deben ser removidos

a posteriori pues reducen el amortiguamiento considerado inicialmente.
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CAPITULO 6
APLICACIONES A SISTEMAS DE N GRADOS DE LIBERTAD

6.1 Introduccion

A continuacién se presentan una serie de ejemplos de sistemas de multiples grados de
libertad, ejemplos que en su mayoria han sido aplicados en pruebas y certamenes en

la Universidad de Concepcidn en los ultimos 10 afios (2009-2019).

Con un espiritu didactico y académico, he tratado de ser lo mas explicito en los pasos

y procedimiento de solucién, espero que esto se entienda asi.

6.2 Ejemplos de aplicacién

6.2.1 Estimacion del drift en marco de dos pisos

La estructura de la Figura 6.1, consiste en un marco de dos pisos con sus respectivos
diafragmas rigidos (columnas con EA — ocy vigas con EI — <o) el cual debe ser
disefiado para resistir cargas sismicas de acuerdo al espectro de disefio definido en la
Figura 6.2 (el cual considera un amortiguamiento del 5%).

Considerando que la rigidez horizontal de las columnas vale K = 30000 kﬂ se

m

pide:

1. Determinar el valor de la masa “M” en toneladas (T) para que el periodo fundamental
de la estructura no exceda los 0.4 s.

2. Determinar los desplazamientos maximos de entrepiso (utilice el criterio de
superposicion modal SRSS).

3. Comente los resultados en el contexto que los de desplazamientos maximos de
entrepiso no deberian ser mayores al 2 por mil de H de la altura del entrepiso. ¢ Qué
acciones ingenieriles aplicaria para limitar dichos desplazamientos, en el caso que

no se cumpliera con la restriccion?
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4. Estime la matriz de Amortiguamiento proporcional del tipo Rayleigh considerando
que ambos modos tienen un amortiguamiento del 5%.
5. Determine el valor del cortante basal asociado a la excitacion.

M
1P ——— U, T
K K H= 300 cm
u
1
3K M2 M/2 .
K K K| H=300cm

Figura 6.1. Marco Plano con diafragmas horizontales rigidos.

Salg

10 +

F I

: A
0.2 + }
C 1
|
|

0.6

0.4 +

0.2 +

oo
0 1 y 3 4 T (s)

To=0.6(s)

Figura 6.2. Espectro de Disefio asociado a un amortiguamiento del 5% del

critico.

Para el calculo de la matriz de rigidez horizontal y la matriz de masa, se procede a dar
un desplazamiento unitario en el grado de libertad correspondiente y dejando fijo los

restantes grados de libertad de la estructura, ver Figura 6.3:
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K K
3K M2 ) M2 —
1
K K K
=0
K K K
Figura 6.3. Estados de desplazamiento unitario.
Sk -2k 0 (6.1)
= | -2k 5k m = 0 m
k k 2 (6.2)
detg—/lj\_/[]= 0= A —10—/1+21(—j =0 con 1=’
- m m

(6.3)
, :1/3£ y a)2=1/7£:>T1 =2—7ZSO.4:>a)1 > 51
m m @,
(6.4)
1/3£=57r:>m= 3k2 =365T
m 257

121




Luego la matriz masa vale:

{150000 —60000} kN _{365 0 } , (6.5)

— Y M
- 60000 150000 m 0 365

Verificando si se obtiene la frecuencia fundamental definida por el problema, se tiene:

rad (656)

det[K —AM]|=0= o, =15.70== (T, = 0.40 5) y
S

w, = 23.99% (T, = 0.26 s)

Luego se procede a estimar la respectiva matriz modal normal, asociada a las

frecuencias calculadas anteriormente:

0.0371 0.0371 (6.7)
0.0371 -0.0371

En resumen se tiene que:

Modos 1 2
Frecuencia angular de 15.70 23.99
Periodo s 0.40 0.26
1 piso 0.0371 0.0371
2% piso 0.0371 -0.0371

Tabla 6.1.: Propiedades dinamicas de la estructura.
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Matriz de masa generalizada:

M- M. 0 _10.0371  0.0371 365 O 0.0371  0.0371 | |1 O (6.8)
- 0 M, ~10.0371  —0.0371 0 365|]0.0371 —0.0371] |0 1

Factor de participacién modal:

. o M1 [T, 27 (6.9)
- M L o]’
Lectura desde el espectro de aceleraciones de Figura 6.2, para cada uno de los
periodos:
S, S, (6.10)
1,=040 s=>—=1; 7,=026 s =>— =1,
g g

Conocida la aceleracion espectral, es posible estimar los desplazamientos maximos
para cada frecuencia:

038 (6.11)
Zlmax 1"1 x Sd1 rl X 0)2 27)( ’ 3 1073
_ _ - 15.707 | _ m
Z;nax FZ XSdz rz XS_(Z 0x 9.8 . 0
p 23.99

Luego los desplazamientos reales seran:

(6.12)
» ] _[00371 003717 [1.073] [0.0371-1.073+0.0371-0] [0.04
y,| 100371 —00371|| 0 | -

0.0371-1.073-0.0371-0 | |0.04 "

Aplicando el criterio de superposicion SRSS:
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{y;““} _[ J(0.0371-1.073)> +(0.0371-0)° ] B {0.04} . (6.13)
Y2 ’

w1 0.0371:1.073) +(<0.0371-0) | | 0.04

Luego los desplazamientos relativos de entre-piso:

0.04—0 (6.14)
A 3 0.0133
= = m
A || 0.04-0.04 0.0
3 ’

= AT =0.0133 ZL: NO'!
1000

El desplazamiento relativo del piso 1, es superior al ﬁ por consiguiente se debe

aumentar la rigidez horizontal de las columnas para satisfacer este limite.

Calculo de la matriz de amortiguamiento del tipo Rayleigh:

m _, (15.70)-<23.99)! 15.70 -2%99“0.05} _{ 0.95 } (6.15)

2 2 | - -
B 15.70° -23.99 1570  23.99 0.05 0.0023
365 0 150000 —60000 (6.16a)
C=0.95 +0.0023 =
= 0 365 —60000 150000
691.75 -138
—138 691.75

Verificacion de la ortogonalidad de la matriz de amortiguamiento generalizada:

I,

ng.g.

e

~10.0371  0.0371 691.75 138 0.0371  0.0371 (6.16b)
~10.0371  -0.0371 -138 691.75] [0.0371 -0.0371
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T

I,

=2

[

© - {0.0371 0.0371 } { 20.54 —30.784}_{1.524 0 } (6.16¢)

0.0371 —0.0371| |-20.544 -30.784| | 0 2.284

Calculo de las masas equivalentes para cada modo y estimacion del Corte basal:

| 365 0 11T (6.17)
(0.0371 0.0371)’{ H
E Lf 0 365 1_
My =—~= =733.5,
M, 1
I 365 0 11T (6.18)
(0.0371 —0.0371)-{ } }
e_ L 0 365] |1
M2 = . =0,
M, 1
M +M; =M, +M, =7335=365+365, (6.19)
0,=7335%x9.8+0x9.8=71883 kN, (6.20)

6.2.2 Respuesta espectral CQC en marco de dos pisos

Un Edificio de dos pisos se modela como un sistema de dos grados de libertad, ver
Figura 6.4. A nivel de cada uno de los pisos existe un diafragma horizontal rigido y las

deformaciones axiales en las columnas son despreciables. Considerando que el valor

de la masa es igual a m = 5000 kg =5 T vy la rigidez horizontal de la columnas es

constante de valor K = 8000 k—N

m

Se pide:

1. Determinar las frecuencias naturales @, , @, Yy larespectiva matriz modal normal.

2. Considerando el espectro de aceleraciones definido en la Figura 6.5, se pide
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. . ;. . . Dmax DmaX
determinar los desplazamientos maximos a nivel de cada piso &/, y L),

utilizando el criterio de superposicién modal CQC.

m
——D_2
5K/8 5K/8
m 2m m
—— D _1
5K/8 K K 5K/8
Figura 6.4: Elevacion marco resistente.
1.0
@ 03
7 A
2 os 1]
E i
P}
E 04 it
B -
=
0.2
0 0.2 04 0.5 .3 1.0 1.2
Beriodo, =

Figura 6.5: Espectro elastico de aceleraciones para & =5% (ordenadas en

a)-
g
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La matriz de rigidez horizontal y de masas concentradas, se pueden calcular y sus

valores son:
(6.21)
[ 45k -125k] kN [ 36000 —10000] kN
= | 125 125k | m |-10000 10000 | m
4m 0 20 0 (6.22)
M = T = T
= 10 m 0 5

Las respectivas frecuencias (auto-valores), se estiman resolviendo el sistema
caracteristico:
det|K — @’ M |= 0 = o ~3800 - @* +2600000 =0 = (6.23)
rad

0 =29.92 y o, =53.90 —

Lo cual permite obtener la matriz modal sin normalizar:

1 —-045 (6.24)
181 1.0

El factor de normalizacion y la respectiva matriz modal normalizada, se obtienen como:

(6.25)
. 1 181720 0][ 1 -045] [363 0
o M-D= . . = ,
= == 1-045 1 |]|0 5|18 10 0 905
1 045 (6.26)
o | V363  o.05|_|0-166 —0.150
= | 181 1 0300 0322 |’
V363 4/9.05
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En resumen se tiene que:

Modos 1 >
Frecuencia angular de 29.92 53.90
Periodo § 0.21 0.12

1 piso 0.166 -0.150

2% piso 0.300 0.322

Tabla 6.2.: Propiedades dinamicas de la estructura.

0.300 0.322

0.166 0.150

T=0.215s T=0.125s

Figura 6.6: Representacion de los modos de vibrar para la estructura. Espectro
Factores de participacion modal:

0.166  0.300][20 0] 1 (6.27)
-0.150 0.332][0 5 1_?1} {4.82}

r,| |-134

T
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Factores de acoplamiento modal:

8E2(1+ 1)1 O o (6.28)
= Pn = =] conr=—=—==
Pu = Pxn (1_12)2 +4§21(1+1)2 o o
822(1+0.555)0.555 2 (6.30)
P2 = P = 252 2 > =0.026;
(1-0.555%)" +4£7°0.555(1+0.555)
r, = =0.555
0)2
Modo 1 2
1 1 0.026
2 0.026 1

Tabla 6.3: Matriz de correlacion de factores de acoplamiento

Los desplazamientos modales maximos, se obtienen a partir del espectro de

aceleraciones de Figura 6.5:

(6.31)
S
ox—a (0.75%9.8)
™ _ [ xS, _ e a)l2 _ 4.82x 29972 _ +0.0396 -
Zm || Ty xS, Oy S, 1 34x (0.33x9.8) | | -0.0015
27wl 53.90°
Luego los desplazamientos por piso:
|:D1:|_|:(Dl]:| max |:q)12:| max (632)
= z, o+ z,
DZ (DZI @22
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D] [0.166 ~0.150 (6.33)
= x 0.0396+ x—0.0015 =
'D,| 0300 0.332

[ (0.166%0.0396) +(0.150x 0.0015)
le Z]2

(0.300x0.0396) +(—0.332x0.0015)

ZZI ZZZ

Utilizando el criterio de superposicion CQC, los desplazamientos en cada uno de los

pisos seran:

qmaxz\/(znpnzn+211/712212+212p21211+212p22212) =4.33x10° =6.58x10° m (6:34)

D™ = \/(221/)1 1201+ 21P0Z0 + 209 P12 + Z0PiZn) =N 1.42x10™ =0.012 m

6.2.3 Respuesta analitica en marco de dos pisos

La estructura de la Figura 6.7, esta sometida a una aceleracion basalii () . Si la altura

de entrepiso es constante de valor H vy la rigidez flexional de las columnas es de 2E/

, se pide definir los desplazamientos asociados a cada uno de los grados de libertad:
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M —»u,
K2 K2
ZM — u 1
K K

Figura 6.7 Estructura plana de dos niveles

Las respectivas matrices de rigidez lateral y de masa concentrada se estiman de

acuerdo con:

[31( —k} [Zm o} (6.35)
= |-k &k = |0 m

El problema caracteristico que permite evaluar las respectivas frecuencias y modos de

vibrar (propiedades dinamicas de la estructura):

m m N

(6.37)
si k:12-(2H€I) = o, =3.464‘/% y @, =6.928 i;
m

m

2 (6.36)
det[i_(—a)zg]:OSa)“—s—k'wzJ{ﬁ) =0=w = }i Y= 2k rad
2m 2m

La matriz modal sin normalizar:

6.38
4] -

1 1
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Normalizando con respecto a la raiz cuadrada de la masa generalizada asociada a cada
modo, se tiene:

m1=9f-£gl=(% 1),[§ ﬂ%}%m:‘ (6.38)

r 2 0] (-1 (6.39)
m,=0, - M-®,=(-1 1)- o 1l ]73m=

Dado que la matriz modal se normalizo, se cumple que:

1 2 )i 1 (6.40)
M =0T . M.p=| VOm N6m 12:m 011 J6m N3m
- - == |__L _Lilo mj|_2  _I_
AN3m  A/3m Ném  A/3m
M0 | |10
0 M,| |0 I
Los respectivos factores de participacion modal:
o M1 (6.41)
1_,12 Ll*z—l *=-=%. /6m,
1 Ml 3
ol M1 (6.42)
Y S
M2 MZ
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Luego las respectivas ecuaciones desacopladas de movimiento del sistema, se

presentan como:

(6.43)

2
Z, +|3.464 EI3 “Z =—3-v6m g (1),
mH 3

(6.44)

2
224{6.928 ET } czy =—3m -ii (1),

Conocidas las respuestas z,(¢) y z,(¢) (a partir de las ecuaciones desarrolladas en el
capitulo 2, del presente texto) en funcion de la aceleracion del suelo i (¢) y las

condiciones iniciales del movimiento, los desplazamientos reales u,(¢¥) y u,(t) se

estiman por:

w@| 1 |1 -1 (6.45)
|:u2(t):|_ﬁ|:2:| -Zl(l‘)+m'|: ] :|'Zz(f),

6.2.4 Verificacion de propiedades de ortogonalidad de los modos de vibrar

Un sistema lineal puede idealizarse como un sistema de tres grados de libertad tiene la
matriz de masa que se indica. Se han calculado dos de las formas modales y los valores

de las tres frecuencias que son:

@, =[0.250.50 1.00]', @, =[0.25 0.50 —0.1125] ,

0, =251 7 4 47 T, 1ps7 T4
S S S

¢ Cual es la tercera forma modal?
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10 0 0 (6.46)

M=l0 20 0
0 0 50
1. @, =[1.00 0.50 0.25 (6.46)
2. ®,=[1.00 —0.50 0.50]
3. @,=[00.500.50]
4. @, =[1.00 —0.25 0]

Puesto que la matriz de masa es ortogonal con respecto a dos auto-vectores i # j, se

tiene:
O M-, =0=25D, +10-D,, +50-Dy, =0 (6.47)
QM- ®,=0=25D;+10-D,; +5.625- D, =0

Considerando la opcion 4 @, = [1.00 -0.25 O]T

D, =0=25-1+10--0.25+50-0=0 (6.48)

_.el]
I

@M -®,=0=25-1+10--0.25+5.625-0=0

6.2.5 Respuesta analitica en marco de dos pisos
Para la estructura de dos pisos de la Figura 6.8, considerando que en cada nivel existe

un diafragma horizontal rigido y que las deformaciones axiales en las columnas son
despreciable, se pide:
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2m (
i
I > U

k/2 k/2
m
F(t)= F, wemmp foommmmns — k
Ul{t}
k2 ki2

Figura 6.8: Edificio de dos grados de libertad.

1. Escribir las ecuaciones de equilibrio dindmico, cuando la carga F(t) =, actta

sobre la estructura (no considere las fuerzas de amortiguamiento viscoso).
Estimar las frecuencias del sistema.

Dibujar las respectivas formas modales.

Si la carga F(t) se aplica en forma cuasi-estatica (es decir, se aplica en forma

incremental desde cero hasta su valor final F en forma muy lenta) de modo que

el desplazamiento lateral de la losa ubicada en ese nivel alcanza un valor unitario,

estime el desplazamiento que se desarrolla a nivel del piso superior de masa 2m.
5. Si la estructura se libera libremente después de alcanzado los desplazamientos
horizontales asociados a la pregunta anterior, se pide estimar la forma analitica de
la respuesta en vibracién libre no amortiguada de cada uno de los pisos,
considerando que las velocidades iniciales asociadas a cada grado de libertad son

nulas.

;S SIRHE

Ecuacién caracteristica y frecuencias:
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(6.50)

det&—wzg]zojw“ —35-602 +

rad

o, :O.79\/z y o, =1.54 K
m m S

Calculando la matriz modal sin normalizar, se obtiene:

] oo

1.00 -2.70 (6.51)
= 1137 1.00 |
Modos 1 2
Frecuencia angular rad 0.79 fﬁ 154 E
s ' m ' m
ler piso 1.00 -2.70
2d0 piso 137 100
Tabla 6.4.: Propiedades dinamicas de la estructura.

Formas modales:

1.37 1.00

2.70

MODO 2

MODO 1
Figura 6.9: Formas modales, sin normalizar.
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Si la carga se aplica lentamente, el problema es cuasi estatico, lo cual se traduce que

las aceleraciones en los respectivos diafragmas son nulas: i, = i, = 0, Yy la ecuacion

de equilibrio se reduce a:

{21{ —k} { 1 } {FO} (6.52)
. = = u,, =0.5
—k 2k | |uy 0

Y dado que las condiciones iniciales de velocidad son nulas, se tiene que:

[1.00 -2.70] [z,] [u,] [1 :'zw‘_'o.soo (6.53)
137 1.0 | |z || [05] |2z [-0.185

[1.00 —2.70] [2,] [#,] [0.0 :>_Z',0___O.O (6.54)
137 1.0 | |z |t] |0.0 Zy ] 0.0

La respuesta en vibracion libre en las respectivas coordenadas modales, para cada
grado de libertad es dada por:

A (6.55)
z,(t)=0.5- cos(0.79\/:t)
m

z,(f) =—0.185- cos( .54\/5)
m

Finalmente la respuesta en vibracion libre en coordenadas reales, se estima por:

(6.56)

k
{ul(t)}_{l.OO —2.70] 0.5-c0s0.79)— 1)

u,(?) 137 1.00 —0,185-c0s(1.54\/El‘)
m
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6.2.6 Respuesta espectral CQC en marco de tres pisos

La estructura de tres pisos de la Figura 6.10, tiene una rigidez de piso uniformemente

distribuida de magnitud igual a K, =K, =K, =16357,5 kﬂ y una masa

m

concentrada a nivel de pisode m, =m, =10 Ty m, =5 T.

ms
—> X3

m;
> X7

my
——> X1

Figura 6.10: Edificio de tres niveles.

Si la matriz modal normal, se conoce y viene especificada por:

0.1291 02582 —0.1291 (6.57)
®=[0.2226 0.000 02236
0.2582 —0.2582 —0.2582

1. A partir de las propiedades de esta matriz modal normal se pide definir las
respectivas ecuaciones desacoplas de movimiento (no considere el

amortiguamiento estructural) para una excitacion del tipo sismico.
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2. A partir de la pregunta anterior, indique el valor de las tres frecuencias naturales del

sistemaw,, @2 y @;.

3. Considerando el espectro de aceleraciones definido en la Figura 6.5, se pide
determinar los desplazamientos maximos a nivel de cada piso utilizando el criterio
de superposicion modal CQC, especificando cuantos modos contribuyen en la
respuesta de acuerdo al criterio utilizado por la NCh433-0f96-Mod-2012.

Planteamiento de las ecuaciones de equilibrio dinamico (considerando que

K =K, =K, =16357,5 ¥y
m

10 0 0][% 2 -1 0] [x (6.58)
0 10 0%, |+16357.5-1 2 —1|-|x,|=
0 0 5|[% 0 -1 1|]|x
10 0 Of1
—10 10 O1u, ()
0 0 5]1

Puesto que la matriz modal (6.57) se encuentra normalizada, se cumple que:

o 0 0] [(29.9° o0 0 (6.59)
K d=0Q"=[0 w 0= 0 (572 0
0 0 o 0 0 (781

Calculando el lado derecho de la ecuacion de movimiento (6.58) y la respectiva matriz

de masa generalizada:

L= 2T . (6.60)

I=

.1:L.:@§.

J

I
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0.1291 0.2226 0.2582 [ |10 O O] |1 +4.808
L=| 02582 0000 -02582|-0 10 O} |1|=|+1.291
—0.1291 0.2236 —-0.2582(|0 O 5|1 —0.348
Se obtienen las ecuaciones de movimiento desacopladas:
1 0 0][%7 [29.9° o0 0 z, (6.61)
01 0}z, |+ 0 (57.2)2 0 1z, |=
0 0 1|z 0 0 (78.1)° | |z,
+4.808
—| +1.291 ju (?)
—0.348

A partir del espectro de aceleraciones (Figura 6.5), para cada uno de los periodos se

tiene:
(6.62)
1= 2030 (5)=
a)l
S, =0.70x9.8=6.86 =5, =50 _y57,107
| s " (209)
T,=2" =011 (5=
0)2
S, =035x98=343 " =5, = > __105x107
A T (572)
7, =22 2008 (5)=
0)3
S, =032x9.8=3.10 2 =5, =19 _508x10-
: $2 T (78.0)
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z™ =4.808x(15.7x107) = 0.0755 m

M =1.291 x (1.05 x10 ) = 1.36 x 10 = m

2 =—0.3481x(5.08x107") = ~1.80x10" m

Desplazamientos reales:

x| 0.1291 0.2582
X, =Y @,z =]0.2226 -0.0755+| 0.000 |-0.00136 +...
x| 0.2582 ~0.2582
MODO 1 MODO 2
75%107° -4 2.32x107°
N 9752>< 0 3.512><10 =
x, |=| 0.0168 [+| 0.000 [+]|-4.03x10"
Z Z Z
x3 21 22 _ 23
. 1 _ 4 _
0(1 95 3.5?10 4.65%x107°
L 31 . L 32 _ L Zss ]
MODO 1 MODO 2 MODO 3

Masas equivalentes para cada modo:

2 2
o b 808y
Ml
2 2
ol 0290 o
M, 1
L (-0.348)°
ME=23= =0.12

M, 1

D M7 =2311+1.67+0.12=249

(6.63)

(6.64)

(6.65)

(6.66)
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Considerando que el primer modo tiene una masa equivalente del orden del 92.4 % de

la masa total, bastaria con considerar Unicamente la contribucién este modo en la

respuesta pues involucra una masa equivalente mayor al 90.0 % de la masa total.

6.67
X \/(9‘75 x107)x1x(9.75x107) +... =9.75x10° (6.67)
x| = J(0.0168) x1x (0.0168) +... = 0.0168 m

X J(0.0195) x 1% (0.0195) +... = 0.0195

6.2.7 Calculo de matriz de amortiguamiento tipo Rayleigh

La estructura de la Figura 6.11 consiste en un marco de dos pisos con sus respectivos
diafragmas rigidos (columnas con EA — o¢ ylosas con EI — ©0 en su plano) el cual
debe ser disefiado para resistir cargas sismicas de acuerdo al espectro de disefio
definido en la Figura 6.12 (el cual considera un amortiguamiento del 5%). Considere

que la masa concentrada a nivel de cada uno de los diafragmas horizontales es de

M =6 T, sepide:

kN
1. Determinar el valor de la rigidez horizontal K —— para que el periodo fundamental
m

de la estructura no exceda los 0.2 s.

2. Construya la Matriz Modal 2 (sin normalizar), estime los factores de participacion

modal y calcule las masas equivalentes.

3. Determinar los desplazamientos maximos a nivel de cada piso utilizando el criterio

de superposicion modal CQC vy el valor del corte basal.

4. Construya la matriz de Amortiguamiento proporcional del tipo Rayleigh

considerando que ambos modos tienen un amortiguamiento del 5%.
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y 3k

Figura 6.11: Marco Plano con diafragmas horizontales rigidos.

S 12 T

10 !

AN

0.4 +

0.2+

ey
] 1 2 3 4 5
Penodo T{seg.)

Figura 6.12: Espectro de Disefio asociado a un amortiguamiento del 5% del

critico.

Las respectivas matrices de rigidez lateral y de masa concentrada se estiman de

acuerdo con:

[Sk —k}k {6 o} (6.68)
= 7N y £= T

-k 4k 0 6
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El problema caracteristico que permite evaluar las respectivas frecuencias y modos de
vibrar (propiedades dinamicas de la estructura):

det|K — AM|=0=36-2 —54 k-2+19-k* = 0= (6.69)
4, =0564 k y A, =0936 k

Puesto que 1 = @?, se tiene:

@ =0.75Nk (6.70)
w, =096k
(6.71)
T<02 s> 02k =174993 ¥
0.75Wk m

Conocida la constante de rigidez, se pueden estimar ambas frecuencias (ecuacién 6.70)
y la matriz de rigidez (ecuacioén 6.68):

6.72
0, =0751k =31.42 " 1 020 s (6.72)
S

0, = 0967k =40.45 PC =1 016 s
S

1 =1750.0  7000.0

m

_[ 8750.0 —1750 .0} kN (6.73)

Conocida la matriz de rigidez se procede a estimar los respectivos auto-vectores, la

matriz modal, factores de participacion modal y masa equivalente asociada a cada
modo:
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o[ F1:000 +1.000 6.74)
= |+1.618 —-0.618]
: (6.75)
I = l”* ST 904
M, 217
L 22
[=—%= % ~0276
M, 829
A ’ (6.76)
M =B JUT) g 5
M 217
2 2
mr=L GOV a3
M, 829
> ME=1137+0.633=12.003= m, +m, =6+6=12 T= 0K (6.77)
A efectos de utilizar el método CQC, se calculan los factores de acoplamiento:
_ 822 (1+ 1)1 B (6.78)
P e T Iy a1+ 1y o o
B 822(141.287)1.287 72 o (6.79)
T (1-1.287%)7 +4£71.287(1+1.287)F
ry URRpTY
T,
_ 8£2(140.777)0.777 2 o (6.80)
P2 1207777 + 482077700+ 0.777)
1.42
4P :ﬂ:3—=0.777
w, 4045
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Modo 1 2

1 1 0.134
2 0.134 1

Tabla 6.5: Matriz de correlacion de factores de acoplamiento

De acuerdo a lo indicado por el espectro de aceleraciones de Figura 6.12, se pueden

obtener para cada periodo las aceleraciones maximas y luego calcular los respectivos
desplazamientos espectrales:

m (6.81)
T,=020 s= 5, =1.3x9.8=1274 =
S
o200
L (31.42)

T,=016 s= 5, =095x9.8=931 = =

S
31
J =L2=5.69x10’3 m
© T (40.45)
2™ =T, xS, =9.34x10° m (6.82)

max

™ =T, xS, =1.57x107 m

1.000 x z™* +1.000 x zJ™ (6.83)

i [1.000] o [+1.000] . | Ty o
= z, + Z, = . .
v, | [1.618 -0.618 1.618 x z™ +—0.618 x 2"

Z,y,=15.11x1073 Z5,=—0.97x107

Desplazamientos maximos por piso CQC:
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max _[ 2 B -3 (6.84)
i =109.34)" +(9.34x0.134 x1.57)x 2+ (1.57)" |> x10

=9.68x107° m
L (6.85)
pm = [(15.11)% + (15.11x0.134 x —0.97) x 2 + (—0.97)* | x 10~
=15.04x107° m
Corte basal:
0, =11.37x12.74+0.633x9.31=1507 kN (6.86)
La matriz de amortiguamiento del tipo Rayleigh, se estima por:
£=aﬂ+ﬂ£ (6.87)
(6.88)
:O.OS2X31'42X40'51 _177
(31.42+40.51)
2 3
£=0.05 =1.39x10
(31.42+40.51)
3 22.81 —-2.44 (6.89)
= |-244 2038

6.2.8 Respuesta espectral de acuerdo a NCH433

La estructura de la Figura 6.13, corresponde a un edificio habitacional de tres pisos de

hormigén armado, estructurado en base a marcos rigidos con columnas de
50x50 cm” y losa, ubicado en Concepcidn, en un suelo tipo D. Determine utilizando

analisis modal espectral y la NCh433.0f96-Mod2012, el esfuerzo de corte basal de
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disefio, desplazamientos por piso y verifique si cumple con los limites de la norma.

Considere que el hormigdn tiene una resistencia caracteristica de fc =25 MPa.

50T

BT

15T

-8 m -

Vista Planta

Vista Elevacion

Figura 6.13: Estructura en base a marcos rigidos de hormigén armado.

Inercia de las columnas:

6.90
I= é(O.S)(O.Sf =521%x107° m* (6.90)

6.91
E_=4700+/25 =23500,00 MPa =2.35x10’ kﬂz ( )
m

Rigidez equivalente de piso:
6.92
K =K,=K,=4x12 (ECI)=91826 kN ( )

4’ m

Matriz de rigidez horizontal:

148



(6.93)

K, +K, -K, 0 183652 —91826 0
K=| -K, K,+K, -K,|=|[-91826 183652 -91826 kN
0 -K, K, 0 —91826 91826 |
Matriz de masa:
75 0 0 (6.94)
M=l0 75 0T
0 0 50
Matriz modal normalizada:
1.0000  1.0000 1.000 (6.95)
®=1.7594 0.1953 —1.4548
2.0955 —0.9618 1.1163
6.96
0, =17.16 7 = 1~ 0366 (s); (6.96)
S
rad .
w, =47.00 — =T, =0.134 (s);

N

o, = 65.04 r‘;d = T, =0.097 (s);
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T1: 0.36609 T2: 0.13367 T3: 0.096609

3 T 3
|
|
|
1 2571 | 257 1
|
i 2 L | 2 L i
|
|
3 | 3
£ 15 | £ 15
|
|
| t | 1t i
|
|
|
1 0.5t | 1 05t 1
|
|
0 ' 0 1]
0 2 4 -1 0 1 o 0 2
coordenada modal coordenada modal coordenada modal

Figura 6.14: Formas modales y respectivos periodos de vibracién.

El analisis modal espectral se realizara de acuerdo a norma NCh433, por consiguiente
todas las ecuaciones y numerales se referiran a ella. Considerando que el espectro de

disefio de pseudo-aceleraciones de la estructura, es dado por:

S (6.97)

'*Ao N
R

En que los valores de [ vy 140 se determinan en la forma estipulada en punto 6.2.3. El

S, =

valor de S se determina de tabla 6.3, en funcion del tipo de suelo (desde A-F), y el factor
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de amplificacion X se determina para cada modo de vibrar, de acuerdo con la

expresion 6.3.5.2.

Edificio de uso habitacional =>categoria =/ =1.0 (Tabla 4.3)

Lugar de emplazamiento Concepcion —>zona 3 = AOZ 0.40g (Tablas 4.1y 6.2)

Sistema estructural en base a marcos rigidos de hormigén armado :>R) =11 (Tabla
5.1)
SuelotipoD = §=12 ,7,=0.75(s) y p=1.0

Factor de reduccion R":

(6.98)
0.10-7 +L  0.10-075+ >0
* R, 11

El respectivo espectro de disefio de pseudo aceleraciones, se presenta en la Figura

6.15 y se expresa analiticamente como:

T (6.99)
1+4.5 ——
~1.2-(0.4x9.8) . 0.75

“ [438} [ T }3
— 1+ ——
1 0.75

El factor de amplificacién, para cada uno de los respectivos modos:

a=1074-a=1.074-
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Modo 1 =

1+ 4.5{0'366

1 {0.366}3 T 1116
1+

0.75

=S, =1.07x2.86 =3.06 =

2
N

Modo 2 =

1+ 4.5[0'134

0.75

=5, =1.07x1.81=1.94 =

N

Modo 3=

1+ 4.5[0'097

0.75

=S, =1.07x1.58=1.69
S

1
0.75} 3196 o

1
L 0.75} 18040 o
’ [0.134}3 0.9943
1+

1
o 0.75} LS
’ [0.097}3 1002
1+

(6.100)
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Espectro de aceleracion
35 T T T T T T T T
P
PN
[¥ Y
f \
251 | 1
= P
v 1.5 ‘:I i
II .\'\
1tk \\ 4
™
\'\
0.5 T :
D 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 15 2 25 3 35 4 45 5

Feriodo (s)

Figura 6.15: Espectro de Disefio NCh433.0f 1996 Mod. 2012, £ = 5 o, del

critico.

Los factores de acoplamiento modal, se presentan en Tabla 6.4:

Modo 1 2 3
1 1 7.94 %107 | 3.939x10°°
2 1 0.0861
7.94 x10 3
3 3.939x107 0.0861 1

Tabla 6.4: Matriz de correlacion de factores de acoplamiento

Calculo de los factores de participacion modal:
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Modo 1 => (6.102)

O M1 (Ix75+1.76x75+50x 2.10)
[ =—=F——=—= 3 5 —=0.591
@ -M-®,  (75x1°+75x1.76* +50x2.10%)
Modo 2 =
@M1 (1x75+0.195x75+50 x—0.962)
[=—F—7="—= ) 5 —=0.335
O -M-®, (75x1°+75x0.195% +50x-0.962°)
Modo 3=
;M1 - ' '
r-2 41 _ (75:1 75><1455:—50x1116)2 _0.0732
O -M-D,  (75x1°+75x-1.455% +50x1.116)
Masa modal efectiva:
MF =T, -L, =0.591(75x1+75x1.76+50x2.10)=1844 (6.103)

M =T, -L,=0.335(75x1+75x0.195+50x-0.962 =139

Mf=T,-L,=0.0732 -(75x1-75x%x1.455 +50 x1.116 ) = 1.6

> ME=184.4+13.9+1.6=200.0

J

M =1844>90% M

Total

Desplazamientos modales:
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3.06 (6.104)

zZ™ =T, xS, =0.591x =6.14x107 m
17

6>

2™ =T, xS, =0.335 x%: 2.94x10™ m

1.69

M =Tx S, =0.073x <y =2.92x107 m

Fuerzas modales:

F 183652 —91826 0 (6.105)
F, |=|-91826 183652 —91826 |-(®, xz™ +®, x 2J™ + D, x 2™ )

F; 0 -91826 91826

Modo 1:

F, ] [183652 -91826 0 1 (6.106)
F, |=|-91826 183652 —91826|-|1.76|-6.14x107 |=

F, 0  -91826 91826 | ||2.10

135

238 | kN

191

Modo 2:

(F,] [183652 -91826 0 1 (6.107)
F,, |=|-91826 183652 —91826|-|| 0.195 |-2.94x107* |=

F, 0  -91826 91826 | ||-0.962

[ 48.7
9.5 | kN

-31.2
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Modo 3:

[F, 183652 —91826 0 ] (6.108)
F,, |=|-91826 183652 -91826|-||-1.455(-2.92x107° |=

Fy, 0 ~91826 91826 1.116

[ 93

~14.0 | kN

| 6.9

Aplicando criterio CQC y considerando unicamente el primer modo, dado que

corresponde al 92% de la masa total, se tiene (ver figura 6.12):

Fm=] [191+238+135] [564 (6.109)
F™ |=| 1914238 |=|429| kN =Q,=564 kN
Fm™ 191 191
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Modo 1

Modo 3

nl

6.9

OI.Z

0

Figura 6.16: Esfuerzos de corte por piso y modo de vibrar. En este caso controla el
Modo 1.

1000 -50 0 50 -10 10

Desplazamientos:

w™ | T1.0000 1.0000  1.000 6.14x107 (6.110)
uM™ |={1.7594 0.1953 —1.4548| -|2.94x10"*
u™ | 12.0955 -0.9618 1.1163 | |2.92x10°°

Criterio de superposicion CQC, considerando solo el primer modo:

=] T+6.14 (6.111)
ul™ |=110.80 [x10~°
u; " 12.87
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Drift por piso (CQC)

D i i i i i i i i i
0 02 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

Drift(1/1000)

Figura 6.17: Desplazamientos de entrepiso. Se verifica que todos los “drif’ son

menores al dos mil de la altura del entrepiso.
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CAPITULO 7

ANALISIS PSEUDO TRIDIMENSIONAL

7.1 Introduccioén

El analisis seudo tridimensional consiste en separar y analizar en forma independiente
cada una de las lineas resistentes verticales y obtener sus respectivas matrices de
rigidez, para luego llevar estas rigideces en coordenadas de lineas (concepto de traza
del eje resistente) a coordenadas globales, asumiendo las existencia de un diafragma

rigido horizontal que vincula los desplazamientos de todas las lineas resistentes.
7.2 Grados de libertad por piso

Sea un sistema de referencia ortogonal X,),Zligado a la base del edificio, con origen
en el nivel basal y eje vertical ; dirigido hacia arriba. La posicion del origen en el plano

basal y la direccion del eje X son arbitrarias. EI movimiento de un diafragma horizontal

rigido 7, ubicado a la altura Z; sobre el nivel basal, puede ser descrito por dos
traslaciones U;, V; paralelas a los ejes coordenados x e y respectivamente del punto

(0,0,Zl-) y por un giro 491. en planta, ver Figura 7.1.

Desplazamientos que se agrupan en los vectores U ,V ,Q de 7 componentes cada

uno, siendo % el nimero de piso y teniendo el sistema 3-7n grados de libertad.
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L--—”ff b
a4
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Figura 7.1: Vista en planta de un diafragma rigido y su respectiva deformada.

El movimiento del diafragma se puede descomponer en tres movimientos, dos

traslaciones y un giro del plano (diafragma) tal como se indica en Figura 7.2.

u
— —

Deformacla

Deformada

Wl

Traslacion en X

]V
Y,v X.u
, Deformada \Rotacmn en <
Xu \/
Traslacion en Y
Tv

Figura 7.2: Descomposicion del movimiento del diafragma.

. . . . . " "
Consideremos un muro vertical rectangular arbitrario denominado P = conectado al

diafragma rigido I, su posicién con respecto al sistema de coordenadas se puede definir
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utilizando su traza (plano medio) y las coordenadas polares I’p,¢p del punto "p ",

ubicado al pie de la normal trazada a ella desde el origen.

Considerando la hipotesis de pequenos desplazamientos, el muro puede desplazarse
sobre su traza sin variar sus coordenadas polares. Tomando el eje X como eje polar se

tiene (ver Figura 7.3):

Figura 7.3: Posicion del muro rectangular p .

" " .. . .. . .
El elemento P ' tiene una matriz de rigidez horizontal K, para fuerzas horizontales

en su plano, las que se denominaran Fp (fuerzas horizontales que se ubican en la
direccion del elemento p ). Designando los desplazamientos horizontales del

elemento segun la direccion de su traza por u,,, se tiene la relacion fuerza deformacion:

F, = (7.1)

[
~

X

<
~

Por convencién se signos, se elige como sentido positivo de la traza, aquel en que hay

que recorrerla para ver el origen a la izquierda; o, lo que es equivalente, el sentido en

n n . . . v , —
que avanza el elemento P siaumenta ¢p . Hay un caso de indeterminacion, si 7 =0
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; para levantarla, puede desplazarse la traza en un 5l’p, hacia cualquier lado; se define

el ¢p correspondiente y luego hacer 5l’p =0.

Los desplazamientos del elemento "p "en la direccion de la traza: U, dependen del

movimiento del diafragma [ en las coordenadas globales: U;, V;, 01‘ y de las
respectivas coordenadas polares ¢ o T siendo independientes de la posicién del
elemento "p "sobre Ia traza, pudiendo desplazarse el elemento sobre ésta sin alterar
los U,

Si el elemento tiene ademas rigidez torsional, se agregara un momento torsor

proporcional a K, - @ para giros ¢ de los diafragmas.

7.3 Matriz de rigidez

Las condiciones de compatibilidad geométrica se establecen igualando los
desplazamientos U, de los elementos verticales con los de los puntos del diafragma I

situados en su interseccion.

La Figura 7.4 establece las relaciones entre los U,y cada una de las componentes U,

» Vi, 62 del movimiento del diafragma, consideradas actuando separadamente:
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traza
-u sen Op

Tv

Figura 7.4.: Descomposicion del movimiento del diafragma, en dos traslaciones y una

rotacion.

Para una traslacién U, el elemento avanza en la direccién de su traza en —; Seng, ;

para una traslacion V,;, avanza en V;COS para un giro Hi, en I’p'l9l~.

P
. . " " . . .z
Superponiendo los desplazamientos del muro P “anivel Z; en ladireccion de la traza,

se tiene:

=y - . . (7.2)
u, =-—u,-seng,+v, cosg, +r,-0,

Condiciones de compatibilidad que pueden agruparse en el vector de desplazamientos,

que incluye a todos los pisos de la estructura:

-y - . . 7.3
u,=-u-seng, +v-cosg, +0-r, (7.3)

Reemplazando en la relacion fuerza-deformacién de ecuacion (7.1), se tiene:

=i-l—g-sen¢p+g-cos¢p+Q-er (7.4)

P

163



Si el elemento ademas tiene rigidez torsional, tomara de los diafragmas momentos de

torsién, iguales a:

M, =K, -0 (7.5)

F}'
Figura 7.5.: Aplicacién de fuerzas estaticas equivalentes.

Las ecuaciones de equilibrio referidas al sistema de ejes globales, establece que la

resultante de las fuerzas de inercia y el momento resultante respecto del eje ; son

iguales a las resultantes de las fuerzas aplicadas Fp y los momentos Mq de cada una

de las subestructuras verticales:
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: (7.6)
F, = —ZFP -seng =

, (7.7)
FY = ZFp . Cowp:

p=l
Z|:Kp .(_2-sen¢p +\_/'COS¢p +Q'l’p)}-cos¢p
p:1 _

N N (7.8)
M= ZFP Yy + Mq =

p=l" =17
Z|:Kp .(_g-sen¢p +\_/'COS¢p +Q.rp):|_rp +ZK4%1 Q

Reordenando términos, se obtiene la matriz de rigidez horizontal del sistema estructural:

(7.9)
n n n
2
ZKP -sen”d, —ZK[) -cos @, seng, —ZKP “r,seng,
i=1 i=1 i=1
FX Kox Ky Kz u
- n n n -
_ 2
F,|= —ZKP -cos@,seng, ZKP -cos” @, ZKP ‘T, C08¢, v
M i=1 i=1 i=1 0
7 Kyx=Kyy Kyy Kyy —
n n n m
2
_ZKP 'rpsen¢p ZKP Ty COS¢p ZKP Ty +ZK01
e E i=1 g=1 ==
L Kox Kzy=Ky, Ky i

Una regla nemotécnica para recordar la composicion de esta matriz para una

subestructura vertical, es utilizar el siguiente esquema:
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—seng, cosp, r,
—seng, sen’d, —seng, -cosp, —r, - seng,
cosp, —seng, -cosp, cos’ ¢, r,-COS@,
v, ~r, - seng, r,-COsg, ry

Tabla 7.1.: Componentes de la matriz de rigidez horizontal.

En resumen se ensamblan las rigideces de las distintas subestructuras verticales
referidas a sus coordenadas de linea, a una rigidez global que depende del punto

(origen) al cual se refiera.

Por ejemplo, considérese la estructuracion en base a muros de la Figura 7.6,
caracterizada por la simetria y por el hecho que todos los muros son paralelos a los

ejes coordenados.

CM:Centro de
3) K masas EDIFICIO
—_— L
bi2 &Y
05K (2)
b=105m g5k a2 05K |

4
© h/2
(
K

Figura 7.6.: Planta de la estructura de un piso, estructurada en base a muros.
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Las coordenadas polares de cada una de las subestructuras verticales con respecto a

las respectivas trazas de cada uno de los muros, viene dada por:

Muro r, ¢p
1 0.5h 270 °
2 0.5a 0
3 0.5b 90 °
4 0.5a 180 °
5 o —0 0

Tabla 7.2: Coordenadas polares de cada sub estructura con respecto a sistema de
coordenadas ortogonal ubicado en el CM.

En Tabla 7.2, se consideré que las trazas de cada muro tienen la direccién positiva
definida segun lo indicado en Figura 7.7:

+
A
p (3) +4

(4) (5) (2)

- - >+
v (1)
+

Figura 7.7.: Direcciones de las trazas positivas de cada una de la subestructuras

verticales.

Aplicando las transformaciones de ecuacion (7.9), la matriz de rigidez queda:
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K, = (7.10)
K -sen®(270) + 0.5K -sen’(0) + K -sen’(90) + 0.5K - sen*(180) +

0.5K -sen’(0) = 2K

K, =K, = (7.11)
—(K -sen(270)cos(270)+ 0.5K - sen(0)cos(0) + K - sen(90) cos(0) +

0.5K - sen(180)cos(180) + 0.5K - sen (0)cos(0)=0

K, =K, = (7.12)
—(0.5bK - sen(270) +0.5a - 0.5K - sen(0) +0.56 - K - sen(90) +

0.5a-0.5K - sen(180)+0-0.5K - sen (0)=0

K, = (7.13)
K -cos*(270) + 0.5K -cos *(0) + K -cos >(90) + 0.5K -cos >(180) +
0.5K -cos*(0) =1.5K

K,, =K, = (7.14)
(0.5bK - c0s(270) +0.5a-0.5K - cos(0) + 0.5 - K - cos(90) +
0.5a-0.5K -cos(180)+0-0.5K -cos (0)=0

K, =(0.5h)*K +(0.5a)* - 0.5K +(0.5b)* - K + (7.15)

(0.5a)* -0.5K = {2 : (g)2 + (%)Z}K ~111.375K

Luego la matriz de rigidez horizontal de la estructura, se define por:

2 0 0 (7.16)
K=|0 15 0
0 0 111375
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Se concluye, que cuando una estructuracién se compone de muros paralelos a los ejes

coordenados el término K ,, = 0 . Adicionalmente si presenta simetria los términos

K,,=K,,=0, quedando la matriz de rigidez diagonal.

En este caso y tal como se explicara mas adelante, el movimiento se desacopla en dos
traslaciones y una rotacion con respecto a los ejes coordenados definidos en el centro

de masas.

7.4 Edificios con elementos de rigidez proporcional

Sea 5 = kp [A] valido para toda subestructura vertical, diferencidndose las matrices de

rigidez en el factor escalar k , en este caso es posible escribir:

(7.17)
K= kasen2¢p [A]

(7.18)
K, = ka cos’ @, [4]

(7.19)

£ZZ = ka”;fszkaz [A]

7.5 Matriz de rigidez con respecto a ejes principales

169



Puesto que la matriz de rigidez se estim6 con respecto a un sistema de ejes

coordenados ubicados en forma arbitraria, es posible definirla con respecto a cualquier
otro sistema ortogonal. Una transformacion de coordenadas que presenta utilidad es

aquella con respecto al cual la matriz de rigidez del sistema se hace diagonal.

Por ejemplo para la estructuracion no simétrica de la figura 7.8, se tiene:

IIT
~ N X
S

S

~

3

5

N

~
S

~N X
S

N

(7.20)

La solucion del sistema de ecuaciones definido para un sismo en la direccion del eje X

(ecuacion 7.21), indica que los desplazamientos se acoplan, es decir, no solo se

produce traslacion en ambos ejes, sino que ademas ambos desplazamientos U y V

van acompafnados de la rotacién del diafragma rigido.
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Figura 7.8.: Estructuracion no simétrica correspondiente a un edificio de un nivel.

S o
I

(3)

b2 AY
05K

al2 ! >
b/4
(1)

-~

(2)
0.5K

a

by
4 u
—%K Y
&(Z)Z i) 0
16 2]

(7.21)

Para desacoplar el movimiento en tres movimientos independientes (dos traslaciones y

una rotacion), la matriz de rigidez debe transformarse a una matriz diagonal, es decir,

todos los términos fuera de la diagonal deben sernulos (K ,, =K ,, =K,, =0).

Para lograr lo anterior y a partir de la matriz de rigidez completa, se procede la siguiente

forma:

171



(7.22)

~
=

~
=

~
S
1=

EFy
Ey|=Ky Ky K
M

~

N

=

N

e

I I=

Rotando el sistema de ejes iniciales en , (ver Figura 7.9), redefiniendo la traza del

n n . - . . I
muro Py recalculando los respectivos términos de la matriz de rigidez con respecto

al nuevo sistema de ejes coordenados X ) se tiene:

2 : . r sen2 ¢ (7.23)
KX'Y' :_Z Kp Cos¢p 'Sen¢p :_ZKP 2 ==
i=1 i=1

P sen 2 (¢p—a)_0

_ZKP 2

i=1

Con r,=r ¢,): 4,=¢,-a

Desarrollando el angulo doble (Sen (a+b)=sena cosb+senb cosa) y

multiplicando (7.23) por -2, se tiene:

p (7.24)
K, sen 2 (¢, —a)= Z K  senl¢, -cos2a -

i=1 i=1

Mm

Mm

K, cos2¢, -sen2a =0

Il
—
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p p
ZKpsen2¢p ZZKpsen¢p cosg,
i=l

= tan2a = ’;l =— : -~ =
ZKp cos2¢, ZKp cosz¢p—ZKpsen2¢p
-2K B K, B B
Ky -Ky Ky-Ky)

2

Si los muros son paralelos a los ejes coordenados iniciales, se tiene K ,, = 0 y porlo

tanto no es necesario girar los ejes en , . Al contrario si K,, = 0 existe un valor

0 < 2a < 7 que resuelve el problema.

Con respecto al nuevo sistema de ejes coordenados x'y' (girado en , ), se cumple

que K,y = Kyy -

Figura 7.9.: Rotacion de ejes coordenados.
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Si ahora traslademos en forma paralela el origen del sistema x'y' en Gy b(ver Figura

7.10) a una nueva posicion x , las coordenadas de la traza del muro se pueden estimar

a partir de:
;p = r;', —-a c0s¢;, -b sen¢;7, (7.25)
$,=0,
V‘
’ X

Figura 7.10.: Traslacion paralela de los ejes coordenados x'y'.

Recalculando los términos de la matriz de rigidez ahora con respecto a este nuevo

sistema de referencia x, , se tiene que los coeficientes de rigidez K—.,K_ no
cambian puesto que no dependen de la distancia r,yaue g __ es nulo dado que

= . Ahora podemos definir el valor de las traslaciones G y bpara que los
p p
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restantes términos K—_ y K- _ sean nulos, logrando asi tener una matriz de rigidez

Xz Yz

diagonal. La nueva estructura de esta matriz se debe a que los ejes x, son ejes

principales de rigidez, lo cual conlleva que la matriz de rigidez solo tenga términos en

su diagonal.

Para definir los valores de Gy b, se puede plantear el siguiente sistema de ecuaciones:

P — . P ' , ' ' (7.24)
Kﬁ = —z Kprpsen¢p = —z Kp (rp - acos¢p —bsen(bp )sen¢p =0
i=1 i=1
14 _ . p , ' ' ' (7.25)
K- = ZKprp cosg, = ZKP (rp —acos¢, —bseng, )cos¢p =0
i=1 i=1
-2 K rseng, +a), K, cosgsend, +b), K sen’, =0 (7.26)
Zprr; cos ¢, — aZpr cos’ @, —prKpsen@; cos ¢, =0
O bien
—aK o +bK oy + Ky =0 (7.27)

-aK,, +bK,, +K,, =0

Puesto que K ,, =0, se tiene que las coordenadas del origen del sistema de ejes

principales viene dado por:
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K., (7.28)

Donde , y b determinan las coordenadas del origen del sistema de ejes principales de
rigidez.

El factorKﬁ puede ser calculado directamente:

K- = szp;zp = szp (’";; —acos¢,'p —bsen@ )2 (7.29)
= Z:prrl;2 + Zpraz cos’ @, + szpbzsen2¢1',

— 2zp Kpr,;a cos¢]'] — ZZp Kprl;bsen¢; + 22,, K ,abcos ¢;sen¢;}

K-=K,,+ a’K,, +b°K ., —2aK,, +2bK ,., —2abK ,.,.

K, K, 7.30
K :KZ'Z'+a2KY'Y'+b2KX'X'_2KYZ Kyg - 730
Y Yy
2 KX'Z' K KX'X'
X'zZ'
Ky Ky

K- =K,,-a’K,, —b’K ..

Quedando la matriz referida al sistema de ejes principales, por lo que el sistema se

desacopla en tres ecuaciones:

- 7.31
Ke 0 0 ][u] [F (7.31)
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N A
u=—=* ;v=
Kﬁ
FP :Kpi.u:

a
~°K
g Kz 8
K,, 15K 12

T3

Figura 7.11.: Ubicacioén del Centro de rigidez de la planta.

(7.32)

(7.33)

(7.34)

(7.35)
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Para sismoen X , el movimiento se desacopla en una traslacion y un giro con respecto
al CR:

_ (7.36)
F 2K 0 0 u

0 |=| 0 15K 0 V=

o 0 ks +Lany||o

8 32 48

Fb

=35 0= 5T

2K K(ibz_’_ 2)

32 48

Considerando la estructuracion definida en Figura 7.8, y considerando una planta de
dimensiones de 10 x 8 (a =10 y b=38 ver Figura 7.11), las fuerzas por traslacién

en los muros paralelos al eje X (muros 1y 3):

F F (7.37)
F=K-|———-sen(270) |=—
| 2K 2
[ F F
F=K-|———-sen(90) |=——
| 2K 2
Notese que F, = —% es negativa, es decir, tiene el sentido contrario al de la traza

positiva definida en Figura 7.7.
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0.092F 4—T -
(3) v F/2

3m

CR
3m
(1)

————p 0.092F
K F/2

B a=10 m i

Figura 7.12.: Fuerzas por traslacion y por rotacion en muros paralelos al eje X .

Las fuerzas por rotacion en los muros paralelos al eje X (muros 1y 3):

F (7.38)

F=K- [0.0307E X 3} =0.092F

F,=K- {0.0307%x 3} =0.092F

Nétese que la fuerza resultante (suma de las fuerzas de traslacion y rotacion) en el muro

1 es igual 0.5 FF+0.092 F=0.592 F en cambio, sobre el muro 3 es

—0.5 F+0.092 F=-0.408 F (pues estas se contrarrestan).

Para sismo en Y, el movimiento se desacopla en una traslaciéon y un giro con respecto

al CR:
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(7.39)

2K 0 0 u
Fl=| 0 15K 0 v|=
Fad g 0 k(CpeLary| |6
12 320 48
Fa

vt 9o 5 12 —

15K K(b*+ 4%

327 48

Las fuerzas por traslacién en los muros paralelos al eje Y (muros 4,5y 2):

(7.40)
F,=0.5K- F -cos(180) :—E
1.5K 3
F,=05K- L-COS(O) :E
| 1.5K 13
F,=0.5K- F -cos(0) :E
| 1.5K 1 3

Las fuerzas por rotacion en los muros paralelos al eje Y (muros 4,5y 2):

F

(7.41)
F,=0.5K- {0.0256E X 4.167} =0.053F

F,=0.5K- 0.0256£x0.833 =0.011F

F,=05K- 0.0256£><3.333 =0.043F
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F/3 0.011F 0.043F

T

F/3
0.5K

0.5K

0.053F

a=10m i

Figura 7.13.: Fuerzas por traslaciéon y por rotacion en muros paralelos al eje Y.

Las respectivas fuerzas resultantes sobre las trazas de los muros 4, 5 y 2 son:

7.42
F, =—§+ 0.053 F =0.280 F (7.42)

F :—§—0.011 F=-0344 F
F
F, :—?—0.043 F=-0376 F

Finalmente para los muros paralelos al eje X se utilizara una fuerza de corte de disefio

Unicaeiguala F, =F, = ‘0.592 F‘ y para los muros paralelos al eje Y se utilizara

una fuerza de corte de disefio Unica eiguala F, = F, = F, = ‘0.376 F‘.
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7.6 Matriz de masa concentrada

Recordemos que en un cuerpo rigido no existe deformacion interna y las propiedades
inerciales se pueden expresar con respecto al centro de masas, en este caso, la
posicion de cualquier punto dentro del diafragma se puede describir a partir los dos

desplazamientos horizontales y el giro del centro de masas.

El centro de masa o centro de gravedad de un piso, se define como el punto donde se
considera aplicada la fuerza sismica horizontal que actua en dicho nivel, segun la
segunda Ley de Newton. Evidentemente, este punto coincide con el punto de aplicacién
de la resultante de todas las cargas verticales incluidas como masas.

Cuando el sistema de coordenadas coincide con el centroide de la placa y se considera
la masa de las columnas despreciable, la matriz de masa de la losa rectangular de la
Figura 7.14, queda:

(7.43)
m 0 0| |m 0 m 0 0
0 0 m, 0 0 —J, 0 0 ﬁ(a2+b2)
4 2
En donde:
M, : Masa traslacional =m=—
g
m ,: Masa rotacional = %JO
A :Areadelalosa= axb
Jy: i ercia= 1, ., 1
o - Momento polar de inercia= [+ ]yy =—ba’+ Eab
mo= "0, = Lbat + Labty= (a0
A ab 12 12 12
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Figura 7.14.: Diafragma horizontal rigido

Para un conjunto de cuerpos rigidos, unidos por conexiones rigidas la matriz de masa

con respecto a un sistema arbitrario, se expresa por:

r ] (7.44)
Z m, 0 —Z?lmi
o >m > Xm,

-S'¥m, > Xm, Z(%JO+M(}2+?2)j

I<
Il

En donde las distancias X e Y se miden desde el origen del sistema al centro de
masas. Cuando la aceleracién se realiza con respecto al centrodemasa X =Y =0,

recuperandose la matriz de ecuacion (7.43).

7.7 Ejemplos de aplicacion
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7.7.1 Calculo de matriz de masa

Una losa de hormigén armado de espesor igual a .15 », actda como diafragma rigido

y tiene una masa concentradade 3 7' en un extremo, ver Figura 7.15. Se pide calcular

la matriz de masa con respecto al CM del edificio, si se sabe que densidad del HA es

de 24 ki3(considere que 1 kg =10 N).
m

-

6m
Centroide
(2.3) -
0.65 X
(1.57, 2.35)
0.44
Centro de masas
M=3T

Figura 7.15.: Diafragma horizontal rigido con masa concentrada en esquina inferior.

:24kl3-4-6-0.15 =108 T
m

M

losa
El centroide de la losa se ubica en las coordenadas (2 m, 3 m) Y €l centro de masa

del edificio se estima a partir de:
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m (7.45)
. _ 2 xm, _0x3+2x108 _, .
> om, 13.8

2 ym 0x3+3x10.8
Yo TN T 138

X

=235 m

Luego las coordenadas (1.57, 2.35) corresponden a la ubicacion del CM del edificio

y sera el punto con respecto al cual se haran todos los calculos.
Matriz masa de la losa (con respecto al CM del edificio):

Masa rotacional de la placa:

A=4x6=24 (7.46)
J, =1 _+1 =L4x63+L6x43=104 m*

Y12 12

m m 10.8
m =—tJ, =—(a*+b*)=—=(4>+6*)=46.8

X =2-1.57 = 0.44 m ; Distancia entre el CM del edificio y el CM de la losa (ver Figura
7.15).
Y =3-2.35=0.65 m ;Distancia entre el CM del edificio yel CM de la losa (ver Figura
7.15).

Luego, la matriz de masa de la losa con respecto al CM del edificio:
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10.8 0 ~0.65x10.8 (7.47)
M = 0 10.8 0.44x10.8 |=
~0.65x10.8 0.44x10.8 46.8+6.65

10.8 0 -7.02
0 10.8 4.752
-7.02 4752 53.45

Matriz de masa de la masa concentrada (con respecto al CM del edificio):

X =-1.57 m ; Distancia entre el CM del edificio y el CM de la masa concentrada

Y = -2.35 m ; Distancia entre el CM del edificio y el CM de la masa concentrada

3 0 +2.35%3 (7.48)
M™ =] 0 3 ~1.57x3 =
2.35x3 —1.57x3 3x(-2.35*+-1.57%)
3 0 +7.05
0 3 —4.71

+7.05 —-4.71 24.0

La matriz de masa total con respecto al CM del edificio, se obtiene como la suma de
. lo: . .
ambas matrices: M " + M ™ | resultando ser una matriz de masa consistente, al

tener términos fuera de la diagonal. No obstante los valores fuera de la diagonal son tan

pequefios que se pueden despreciar:

138 0 +0.03 (7.49)
M=| 0 138 0.04
+0.03 0.04 77.41

Solo para clarificar conceptos, si se adiciona otra masa de igual magnitud pero en la

esquina opuesta se tiene:

186



- =<

Centroide

(2.3) -

M=3T

4m

Figura 7.16.: Diafragma horizontal rigido con dos masas concentradas.
_2xm _0x3+2x108+43x4 (7.50)
T m, 16.8

Y ym, 0x3+3x10.8+43%x6
Yen > om, 16.8

X

3m

Matriz de masa de la losa:

A=4x6=24

mrz%%§m2+6%=468
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X =0 m ; El CM de la losa coincide con el CM del edificio.

Y =0 m ; EI CM de la losa coincide con el CM del edificio

Luego la matriz de masa de la losa con respecto al CM del edificio:

10.8 0 0 (7.51)
z\=4’”” =l 0 108 0
0 0 468

Matriz de masa de la masa concentrada inferior izquierda con respecto al CM del
edificio:

X

-2 m ; Distancia entre el CM del edificio y el CM de la masa concentrada

Y = —3 m ; Distancia entre el CM del edificio y el CM de la masa concentrada

3 0 +3x3 30 +9 (7.52)
M"™= 0 3 -2x3  |=| 0 3 -6
3x3 —2x3 3x(=2*+-3)| |-9 +6 39

Matriz de masa de la masa concentrada superior derecha con respecto al CM del
edificio:

X =2 m; Distancia entre el CM del edificio y el CM de la masa concentrada

Y =3 m ; Distancia entre el CM del edificio y el CM de la masa concentrada
3 0 —-3x3 3.0 -9 (7.53)

M= 0 3  +2x3 |=/0 3 6
—3x3 2x3 3x(2°+3%)] [-9 6 39
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Obteniéndose la matriz de masa del piso, como la suma de matrices de masa de las
ecuaciones 7.51, 7.52 y 7.53:

10.8+6 0 9-9 16.8 0 0 (7.54)
M = 0 108+6 —-6+6 |=| 0 168 O
9-9 —-6+6 46.8+78 0 0 1248

Nétese que la masa concentrada superior compensa (o equilibra) el efecto de la masa

concentrada inferior.

7.7.2 Estimacion del centro de masa en estructura asimétrica

2 . - .
Una plantade 15x25 m”, esta constituida por una losa hormigén armado de espesor
igual a 0.10 m , la cual actia como diafragma rigido. Los muros de corte que le dan
soporte vertical y lateral, tienen una altura de 3.50 », Yy un espesor de (.15 m , ver

Figura 7.17.

(2)

15m (1)
(3) 13m

(4)

=<V

Figura 7.17.: Diafragma horizontal rigido con distribucion de muros no simétrica.
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Centro de masas considerando una densidad del hormigon de y =2.5 %:
m

Elemento
m; X; Vi m; X X; m; Xy;

Muro 1 19.7 0 7.5 0 147.8
Muro 2 19.7 12.5 15 246.3 295.5
Muro 3 171 25 6.5 427.5 111.2
Muro 4 7.8 22 0 171.6 0

Losa 93.8 12.5 7.5 1172.5 703.5
Z 158.1 2017.9 1258

x, =128
ycm :80

Tabla 7.3: Calculo del centro de masas de la planta dada.

- 12.5m 12.5m

(2)
CM EDIFICIO (12,8; 8.0)

o @©
{3}. |

CM LOSA (12,5; 7.5)

>

22 m-

Figura 7.18.: Posicion de las masas concentradas.
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—— 12.5m

125m——m

.(2_}

7m

0.3m
{1] losa CM—12.2 m —l—

M

0.5m
. .7 128m — @ 1-51""
7.5m 8m
AY
L L—aom @
X (4)
22 m

(3)

6.5m

Figura 7.19.: Distancias con respecto al CM de la planta de los diferentes CM.

M,, =2.513><(15><25><0.10) m =938 T
m

Masa rotacional de la placa:

A=15x25=375

m, :ﬁ(ls2 +25%) = 6644 .2
12

X =-03m

Y=-05m

Matriz de masa de la losa con respecto al CM del edificio:

93.8 0 +0.5x93.8
M' = 0 93.8 —0.3x93.8

0.5x93.8 —0.3x93.8 6644.2+93.8x(—0.3> +-0.5%)

(7.55)

191



93.8 0 46.9 (7.56)
M'=| 0 938 -28.14
46.9 -28.14 6676.1

Matriz de masa del muro 1 con respecto al CM:
X =-12.8 m (Distancia entre el origen y el CM del muro 1)

Y =-0.5 m (Distancia entre el origen y el CM del muro 1)

19.7 0 +0.5x19.7 (7.57)
M = 0 19.7 ~12.8x19.7 =
0.5x19.7 —12.8x19.7 [19.7x(=12.8> +-0.5%)
19.7 0 +9.85
0 19.7 -2522
9.85 —252.2 3232.6

1

Matriz de masa del muro 2 con respecto al CM:
X =-0.3 m (Distancia entre el origen y el CM del muro 2)

Y =7 m (Distancia entre el origen y el CM del muro 2)

19.7 0 —7x19.7 (7.58)
M'=| 0 19.7 ~03x19.7  |=
~7x19.7 —-0.3x19.7 [19.7x(7> +-0.3%)
19.7 0 -137.9

0 197 =591
-137.9 =591 967.07

Matriz de masa del muro 3 con respecto al CM:

X =12.2 m (Distancia entre el origen y el CM del muro 3)

Y =-1.5 m (Distancia entre el origen y el CM del muro 3)
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17.1 0 +1.5x17.1 (7.59)

M= 0 17.1 +122x17.1  |=
1.5x17.1 +122x17.1 17.1x(12.2* +-1.5%)
17.1 0 +25.65
0 17.1  +208.62

+25.65 +208.62 2583.64

Matriz de masa del muro 4 con respecto al CM:

X =9.2 m (Distancia entre el origen y el CM del muro 4)

Y =-8.0 m (Distancia entre el origen y el CM del muro 4)
7.8 0 +8.0x7.8 (7.60)
M'=] 0 7.8 +9.2x 7.8 =
8.0x7.8 +92x7.8 7.8x(12.2% +-1.5%)
7.8 0 +62.4
0 7.8 +71.76

+62.4 +71.76 1178.5

La matriz de masa total, se obtiene como la contribucion de cada una de las respectivas
matrices:

1581 0 +6.9 (7.61)
M=| 0 1581 -587
+6.9 —587 146847

Nétese que la matriz es casi diagonal, pues los términos fuera de ella son despreciables

con respecto a la magnitud de los términos ubicados en la diagonal.
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7.7.3 Propiedades dinamicas de edificio de dos pisos

Para el edificio de dos pisos de la Figura 7.20 se pide definir las respectivas frecuencias

y modos de vibrar, considerando que existe a nivel de cada piso un diafragma rigido.

Considere que la masa concentrada del primer y segundo nivel valen 120 kips y

60 kips respectivamente. (Ejemplo 13.13, Capitulo 13, Sec. 13.9 del libro “Dynamics

of Structures. Theory and Applications to Earthquake Engineering”. Anil K. Chopra).

Recordemos que el analisis seudo tridimensional consiste en separar y analizar en
forma independiente cada una de las lineas resistentes verticales y obtener sus
respectivas matrices de rigidez, para luego llevar estar rigideces en coordenadas de
lineas a coordenadas globales asumiendo las existencia de un diafragma rigido
horizontal en cada nivel de piso, que vincula los desplazamientos de todas las lineas

(trazas).
Las matrices de rigidez de cada uno de los marcos se conocen y sus valores son:

(7.62)

i [225 78] e _[120 —40
= [-715 15 = = |[-40 40
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|
Marco B

y 4

—l--'i.l2
- u1
Marco B ¥ Marco C
* ‘Lll'2
- 'u'l

Figura 7.20.: Edificio de dos pisos con diafragma rigido.

Aplicando la ecuacion (7.9) se obtiene la matriz de rigidez horizontal de la estructura:
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K "sen” (90) + K “sen’ (270) 0 — K"10sen(90) — K “10sen(270)

K= sim K cos®(0) K*1.5c0s(0)

a sim Cosim o K'(15) +K"(10)* + K€ (10)?
(7.62)

240 —80 0 0 0 0 Ju

~80  +80 0 0 0 0 |u,

.| O 0 225 =75 3375 —1125|v

= 0 0 ~75  +75  —1125 +112.5|v,

0 0 3375 —112.5 24506 —8169 |4,

0 0 —1125 +112.5 —8169 +8169 |6,

La matriz de masa concentrada de la estructura, suponiendo masas uniformemente

120 60
distribuidas 7, =—— =3.727 kip—s>/ ft y m, =— =1.863 kip—s°/ ft, vale:
g g

(7.63)

m, 0 0 0 0 0

0 m, 0 0 0 0 |u

U

. 0 0 m, 0 0 0 |,

| o 0 0 m, 0 0o |

91

m

0 0 0 0 Zh 0 e,

0 0 0 0 o My

L 4 7
(7.64)
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[3.727 0 0 0 0 0
0 1863 0 0 0 0
0 0 3727 0 0 0
M =
= 0 0 0 1863 0 0
0 0 0 4037 0
0 0 0 0 2019

Resolviendo el problema caracteristico, se tiene:

\g - wzl‘ =0=[V,D]=eig (K,M) (7.85)
[4.168> 0 0 0 0 0 | (7.66)
0 4633 0 0 0 0
or_| © 0 4794 0 0 0
= 0 0 0 8316 0 0
0 0 0 0 9266> 0
L0 0 0 0 0 9.606

De la matriz modal 9 se deduce que el segundo y quinto modo son modos puramente

traslacionales en el eje X. Los restantes modos: 1, 3, 4 y 6 tienen componentes

rotacionales y traslacionales asociadas al eje Y producto de la excentricidad del marco
A.
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0
0
+0.5005
+1.0000
—~0.0457
| -0.0911

[S]
I

En donde;

+0.500
+1.000
0

0
0
0

0

0
+0.5006
+1.0000
+0.0472
+0.0948

0

0
—-0.9999
+1.0000
+0.0937
—-0.0943

:mov. relativo asociado a uﬂ
- :mov. relativo asociado a u,
- 2 mov. relativo asociado a v,
- 2 mov. relativo asociado a v,
- :mov. relativo asociado a 6,

- mov. relativo asociado a 0, |

+0.9996
—-1.0000
0

0
0
0

0

0
—0.9998
+1.0000
-0.0976

+0.0972|

Dibujando los respectivos modos de vibrar, se tiene (Figura 7.21):

(7.67)

(7.68)
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Z 0sid Z 0sid Z 0sld Z 0sid Z 0sld \
e
1 osid 1 0sid 1 0sld 1 osid T osid T osid \
9 opony S opow t Opow € opopy 7 OPON T opow

Figura 7.21.: Modos de vibrar de edificio (ver figura 7.20) de dos niveles.
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Modo frecuencia @ Periodo s Direccion
s
1 4.168 TY1 =151 Y+giro
2 4.633 TX1 =136 X
3 4.794 TY2 =131 Y+giro
4 8.136 7;3 =0.77 Y+giro
5 9.266 TX2 =0.68 X
6 9.606 Ty4 =0.65 Y+giro

Tabla 7.4: Periodos de vibrar.
En el primer modo, ambos pisos de desplazan positivamente en la direccion del eje
vertical (®;;=0.500; ®,=1.000) y rotan en el sentido horario (

D, =-0.0457; O, =—0.0911; giro negativo), sin movimiento sobre el eje

horizontal (® , =@, =0).

El segundo modo es puramente traslacional en el eje horizontal (

®,,=0.500 ; ®,,=1.000), sin rotacion ni movimiento sobre el eje vertical (

®,,=D,,=D,; =D, =0), nétese que la amplitud del movimiento del primer piso

es menor a la amplitud del movimiento de segundo nivel.

El tercer modo es traslacional en el eje vertical con ambas movimientos en la direccién

positiva de este eje (CI)33 =0.500 5 CI)43 =1.000 ) y se acopla con rotaciones de

200



ambos diafragmas (D5, =0.0472; @, =0.0948) en el sentido anti-horario (es

decir, giros positivos).

En el cuarto modo el diafragma del primer piso, se mueve en el sentido negativo del eje
vertical y rota en sentido anti-horario, en cambio, el segundo piso se desplaza hacia
arriba y rota en sentido horario. El quinto modo nuevamente es puramente traslacional

en el eje horizontal.
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CAPITULO 8
SISTEMAS GENERALIZADOS

8.1 Introduccioén

Este tipo de estructuras se caracteriza por tener infinitos grados de libertad siendo muy
dificil visualizar puntos en donde puedan definirse concentraciones de masa, ejemplos
de este tipo de estructuras son chimeneas, torres, etc. Sin embargo, es posible realizar
un analisis como si fuera un sistema con un solo grado de libertad siempre que se
suponga que solo una curva de deformacion puede producirse durante el movimiento,
esto es, suponiendo que el conocimiento del desplazamiento de un solo punto del

sistema determina el desplazamiento del sistema total (Paz,1992).

8.2 Propiedades y caracteristicas dinamicas

Las propiedades dindamicas que caracterizan a este tipo de estructuras son una masa

distribuida m(x ) y una rigidez flexional distribuida EI(x), figura 8.1.
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Figura 8.1 Estructuras con masa y elasticidad distribuida

Consideremos la fuerza de inercia que se genera cuando existe una aceleracion en la

base:

fi(xt)=—m(x)-ii' (x,t) (8.1)

fz(x,t)=—m(x)-[ii(x,t)+iig(t)] (8.2)

Utilizando el principio de los desplazamientos virtuales, el cual establece que el trabajo

virtual de un campo de tensiones estaticamente admisible, sobre un campo de
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desplazamientos virtuales cinematicamente admisible, es igual el trabajo virtual que

realizan las fuerzas externas.
Considerando Unicamente la accién de la fuerza de inercia, se tiene:

6VV[m‘. = 6VVext. (83)

Donde:

L (8.4)
Wy = f,06,)- Su(x) dx

L (8.5)
W, = [-mGo)- i +ii, (0] du(x) dx
L (8.6)
Wy = [ M (x,8)-8 k(x,t)dx
0
Con la curvatura, definida por:
_dlu(xt) _ M(x1) (8.7)

et == 2 (EI)

Siendo M(x,t) el momento flector uniformemente distribuido por unidad de longitud y
tiempo, y 0Ok(x,t) la curvatura virtual del elemento. Evaluando las derivadas

espaciales y temporales de la funcion de aproximacion de la respuesta:

u(x,t)=0(x)-z(t) Yy 5 u(x,t) = 9(x)-6 z(t) (8.8)

Siendo:
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¢(x): Funcion de forma que satisface las condiciones de contorno del problema y que

se define a partir de la configuracion deformada. En el caso particular de la Figura 8.1,

e(x=0)=0Yy (p' (x =0) =0 (condicién de empotramiento en la base).

z(t ) : Coordenada generalizada correspondiente al desplazamiento del extremo libre

del elemento.

La derivada espacial:

Cdlu(xt)  M(xg) v (8.9)
k(x,t)= 12 = (El) =¢ (x)-z(t)
S k(x,t)=¢ (x)- & z(t) (8.10)
La derivada temporal:
u(x,t)=0(x) - Z(t) (8.11)
Reemplazando en ecuaciones (8.5) y (8.6):
I (8.12)
W, = [-m@) o) 20 +ii, 0] | [p()-5 2()] dx
(8.13)

Wy =—0 2(1)- Z(t)'TM(X)'(Pz(X)'dx+iig(t)-TM(X)-¢(X)'dx
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. (8.14)
=5 z(t)- { j [EI(x) k(x)]- & k(x,t)-dx} =

_5 2(1)- [z(t) JEI) o' @] dx}

Igualando (8.13) y (8.14) (principio de los desplazamientos virtuales), se tiene:

B L L (8.15)
—38 2(0)-| (t)- j m(x)- @™ (x)- dx-+ii, () j m(x) - o(x)- dx} =
L 0 0
B L
" 2
~6 2(0)-| 2(0)- [ EI ) [ ()] dx}
L 0
moE(t)+k -z(t)=~-L i (t) (8.16)
Con los siguientes parametros generalizados (masa, rigidez):
L 2 (8.17)
i =[m(x)-[o(x)] dx
_ L ., 2 (8.18)
k=[El(x) o' (x)] dx
0
(8.19)

l_,=?m(x)-(p(x)dx
0

Dividiendo (8.16) por la masa generalizada:
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'Z'(t)+(oi-z(t):—g.ijg(t):_F.ijg(t) (8.20)
m

En donde, se define el coeficiente de Rayleigh, que corresponde a la frecuencia

fundamental en un sistema con masa y elasticidad distribuida:

TEI(x)'[(p”(x)]zdx (8.21)

®- =

[m(x)-[o(x)] dx

Las fuerzas internas (momentos flectores y cortes) se calculan por analisis estatico en

analogia con una viga con carga uniformemente distribuida:

dM(x)

=V(x)=>

8.22
dl;(x ) i) (8.22)

La fuerza de corte a lo largo del sistema, se evalua por:

2 ) ) ' (8.23)
fuxt) ==L g = ()] =[E10x) ' (0]
De ecuacion (8.7) du(x,t) _ - " :
J) —— 2 =u (x,t)=¢ (x)-z(t), reemplazando en (8.23):

dx?

fuxo=lmex)] =[E1x)-o" (x)] -z(1) (8.24)

Fuerzas que dependen de las derivadas de las funciones de forma. Puesto que las
derivadas son de cuarto orden, las funciones de formas resultan menos precisas que

los desplazamientos.

Con respecto a la respuesta sismica maxima, esta se puede calcular a partir de:
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_ _ 8.25

Zmax=1—~ SD=I—-|:S_,;:| ( )
O\)I‘l

umax:q{x)_zmax:q{x)_l:_SD (8.26)

S ) =keu = () o(x) T, [=m(x)-oex) - T-5, 2D

En el caso de existir una fuerza dinamica p(r) aplicada, el trabajo de la fuerza vale:

3 (8.28)
W =[ [p(.0]-[p(x)-6 z(1)] dx

Obteniéndose la siguiente ecuacion de movimiento vale:

m(x)-2(t)+k-=2(t)=p(1) (8.29)

En donde la fuerza generalizada se define por:

— 8.30
p(t) = [ px.0) p(x)dx (8:30

Considerando ahora el trabajo que realiza el peso de la estructura o una carga axial
aplicada N, es posible determinar la influencia que dicha accién tiene sobre la rigidez

flexional.
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Para ello es necesario calcular la componente vertical del movimiento 5(f) del extremo

libre (Figura 8.1) para estimar la rigidez geométrica generalizada y calcular la rigidez

generalizada efectiva del sistema (Paz, 1992).

L 2 (8.31)
k.. =NJ‘{@} dx
0

En consecuencia, la rigidez generalizada efectiva del sistema, esta dada por:

Koo —E—Fi (6:92)

m(x) - 2(t)+ K o -2z(t) = p(t) (8.33)

8.3 Método de Rayleigh

En general la deformada (curva elastica) en estructuras contindas y discretas de
multiples grados de libertad, puede ser elegida arbitrariamente (con la condiciéon que
satisfaga las condiciones de contorno) y dependiendo de cuan cercana este de la
deformada real se tendran mejores o peores resultados, en la estimacion de la
frecuencia fundamental. Dado que el sistema es conservativo, se tiene que cuando la
energia cinética es maxima la energia potencial es nula (es decir, cuando el sistema
pasa por el origen) y viceversa, es decir, cuando se produce el cambio de direccion del
péndulo, el desplazamiento es maximo y la velocidad nula (energia potencial maxima y
energia cinética nula). Es decir, la energia total del sistema es la misma en ambas

situaciones.

Por ejemplo considérese el calculo de la frecuencia fundamental en el sistema de la

Figura 8.2, la energia potencial, en este caso, es igual al trabajo realizado por las
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fuerzas de inercia asociado a cada una de las masas W,=m,6 g con las que el

sistema se discretizo:

(8.34)

max
pot

1 1 1
We,xt =E ZEVI/ly1+EW2y2+“'+5 /1yn

E I{x)

P ————————
\<rx

\ g Desplazamiento horiz.

(a)

Y _—— Yy y5_ yB

Desplazamiento horiz.

(b)

Figura 8.2. Estructura real y modelo discretizado

Para un movimiento armoénico, las velocidades maximas son proporcionales al

desplazamiento maximo por la frecuencia (@*};). Por lo tanto el valor de la energia

cinética maxima seria:

L w

8.35
E™ = lm(a)yl)2 + l&(a)yz)z Fot = (8:35)
2 g 2

“(wy,)’
2 g g

cin

211



Puesto que la energia se conserva existe igualdad la energia potencial maxima y
cinética, aunque ocurran en instantes diferentes (energia potencial méxima cuando el

desplazamiento es maximo ( y = 0) y energia cinética maxima cuando la velocidad es

maxima (y = 0)).

Em = o (8.36)

pot

(8.37)

o= g(VV1y1+VV2y2+"'+Wnyn)
Wyl +Wyy; +..+W,y*

Que corresponde a la ecuacion de Rayleigh, para determinar la frecuencia fundamental

en un sistema con masas distribuidas.
8.4 Ejemplo de aplicacién

Una chimenea de hormigén (£ = 20.000 MPa ) de 31 m de altura y seccion circular

tubular, se encuentra inicialmente en reposo. Se desea analizar el comportamiento de

dicha estructura cuando se somete a un espectro de aceleraciones definido por (g=9.8

%2 y & =5%), ver figura 8.3:

S (T,E=5%)=(2-T+02)-g.,s 0<T <0.1 (8.38)
S (T,E=5%)=04-g,si 0.1<T <023
S (T,E=5%)=(0475-025-T)-g s T>023
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La estructura puede considerarse con paredes de espesor uniforme de 10 cm. y un

radio exterior de 80 cm. La masa por unidad de longitud es constante y vale 2500 k_g

m

|

1qu

31m

T: 80 cm

Figura 8.3 Chimenea

Se pide responder a las siguientes preguntas cuando se considera una funcién de forma

2
igual a ¥ (x) = 2_2 para describir el movimiento:

e Definir la ecuacion de movimiento del sistema.
e Estimar el periodo fundamental utilizando el coeficiente de Rayleigh.

e Estimar el desplazamiento del extremo libre u(x =31,t) m para la

excitacion definida por el espectro de aceleraciones.
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e Dibuje la distribucion de fuerzas estaticas equivales que actuan sobre la
estructura, cuando se somete a la excitaciéon definida por el espectro de

aceleraciones.

Propiedades del sistema:

(8.39)
A :72-(().82 —0.72) =0471 m’
I, = %(1.64 ~1.4%)=2.13 m*
Funcion de forma elegida:
2 ' 2y . 2 (8.40)
Y=V == vi)=1r
Propiedades generalizadas:
L L 272 s|L (8.41)
_ 2 X mx mL
= dx = — | dx= =—=15500 (K,
m !m(x)[w(x)] x mJU' {Lz} x s 0 s [ g]
r_f " T2V 4EK|" 4E (8.42)
kz!:EI(x)[\u (x)]zdx=E1£ Lz} dszo = =5.719-10° [N/ m]
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JIL (8.43)
mx mL

=—=125833.3 |K
TR [Ke]

L L 2
— X
L = !m(x)w(x)dx = m_! ?dx =

La ecuacién de movimiento en funcidon de las propiedades generalizadas es:

m-E(t)+k-z(t)=-L-i, (8.44)
dz aﬂu (8.45)
—zz(t) +368.97z(t) =—-1.67 - zg
dt dt
Estimacion de la frecuencia del sistema utilizando el coeficiente de Rayleigh:
T 8.46)
[k [20Er (
W, =|— = — =19.21 [rad/s]
m ml
2r
T ="2=033s
a)}’l
S, =3.864 =
De ecuacion (8.38) para el periodo obtenido, se obtiene Sy
S
S, = ‘; =0.0104 m
@, . Luego el desplazamiento maximo del extremo libre se obtiene

como:
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(8.47)
z =I-8,=1.67-00104=0.0174 m

Ademas se sabe que:

2 (8.48)
u(x,t)zFZmaX =1.81-107x7 [m]

Asi: u(31,6)=u,, =0.0174 [m]

La distribucién de fuerzas estaticas se determina como:

F(x)= [032 -m(x)]-u(x,t) =16.69x> [N] (8.49)
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