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Prélogo

La ensefanza de la Estadistica y la Probabilidad en Chile constituye un desafio relativamente reciente dentro
de la educacién matematica escolar. Aunque en 2009 se implementé un ajuste curricular que integro6 este eje desde
la Educacion Basica hasta la Ensefianza Media, con el propdsito de dotar a los estudiantes de herramientas para
comprender la informacidn en diversos contextos y evaluar criticamente estudios basados en datos, la realidad ha
demostrado que este camino aln se encuentra en construccion. La incorporaciéon, en 2020, del electivo de Pro-
babilidades y Estadistica Descriptiva e Inferencial en Tercero y Cuarto Medio fue un avance significativo, pero no
suficiente para revertir las dificultades observadas en su ensefianza y aprendizaje.

Uno de los indicadores mas claros de esta situacion lo constituye la Evaluacion Nacional Diagnéstica de la
Formacioén Inicial Docente (End-FID), que ha mostrado consistentemente un bajo desemperio en el eje de Datos y
Azar. En los anos 2017, 2019 y 2021, los porcentajes de respuestas correctas en este eje alcanzaron apenas un
37,3 %, 47,4 % y 44,8 % respectivamente, revelando que los futuros profesores de matematicas presentan falencias
importantes en su formacion estadistica inicial. Estas cifras no son un simple dato numérico: reflejan una carencia
gue se proyecta hacia la ensenanza escolar, ya que los profesores en formacidn tienden a enfrentar sus cursos de
estadistica con un bagaje de conocimientos limitado, percepciones de inseguridad en torno a la disciplina y escasas
estrategias didacticas para ensenar sus contenidos.

La investigacion en educacion matematica confirma este diagnéstico. Se ha demostrado que los futuros docen-
tes, si bien manifiestan una actitud generalmente positiva hacia la probabilidad y la estadistica, no siempre cuentan
con una preparacion adecuada para ensefarlas de manera significativa (Ruz et al.,|2020). Otros estudios muestran
que sus habilidades didacticas son insuficientes (Vasquez & Alsina, 2014) y que, en la practica escolar, las activi-
dades relacionadas con probabilidad y estadistica suelen ser mecanicas, centradas en procedimientos, con poca
atencion a la comprension conceptual y a la formacién de un verdadero pensamiento estadistico (Vasquez & Alsina,
2021).

Este panorama evidencia una necesidad urgente: ofrecer a los futuros docentes de matematicas oportunidades
de formacién que integren los contenidos disciplinares con su ensefanza en la escuela, desde una perspectiva
reflexiva y aplicada. No basta con que los estudiantes de pedagogia conozcan férmulas o procedimientos; es im-
prescindible que comprendan cémo esos conceptos se construyen, como se aplican en la vida cotidiana, y como
pueden ser ensenados en contextos escolares de manera que promuevan el razonamiento y la interpretacion critica
de datos.

Este libro surge precisamente de esa necesidad. Su propdsito central es fortalecer la formacion de los estudian-
tes de Pedagogia en Matematicas en el eje de Estadistica y Probabilidad, mediante un recurso que combina el rigor
disciplinar con orientaciones didacticas. Lo que aqui se presenta no es un manual mas de férmulas o ejercicios
mecanicos: se trata de una propuesta construida a partir de problemas abiertos y asimétricos que reflejan situacio-
nes auténticas, en linea con los contenidos y objetivos de aprendizaje establecidos por el Ministerio de Educacion
en la dltima actualizacién de planes y programas.

Los problemas incluidos en este texto poseen una dificultad creciente y estan disenados para estimular la refle-
xion, el debate y la consolidacion de aprendizajes. Cada capitulo propone un desafio inicial, seguido de elementos
que apoyan la comprension del estudiante: la planificacion del problema (con su identificacién curricular, enuncia-
do, simplificacién, extensién y posibles soluciones), el desarrollo de los contenidos disciplinares que lo sustentan,
y finalmente, las orientaciones didacticas que guian su ensefanza. Este esquema permite a los futuros docentes
experimentar el doble rol que caracterizara su ejercicio profesional: por un lado, resolver problemas como estudian-
tes de estadistica; por otro, analizar cdmo esos mismos problemas pueden ensefarse en el aula para promover
aprendizajes significativos.

La estructura del libro estd pensada para acompanar progresivamente este proceso formativo. En el capitulo



inicial se explican los lineamientos generales y la l6gica de organizacién de los problemas. Los capitulos 2 al 8 cons-
tituyen el nicleo del texto, presentando problemas organizados segun el esquema descrito. Adicionalemente, cada
uno de estos capitulos finaliza con orientaciones que recogen las recomendaciones generales para la ensefanza
de la estadistica y la probabilidad en Tercero y Cuarto medio, incluyendo los errores mas frecuentes observados
en la resolucion de los problemas propuestos. Finalmente, se presentan las referencias que respaldan teérica y
metodoldégicamente esta propuesta. Y por Ultimo se pone a disposicién del lector los problemas desarrollados en
un formato mas amigable para su implementacion.

Al adoptar esta estructura, el libro busca subsanar una de las falencias mas recurrentes en la formacion inicial:
la desconexion entre los contenidos matematicos y su ensefianza. Aqui, cada problema funciona como un puente
que vincula el conocimiento disciplinar con la reflexion didactica, invitando a los futuros docentes a transitar del
“cémo resolver” al “como ensenar”.

Este texto esta dirigido principalmente a estudiantes de Pedagogia en Matematicas, pero también puede ser
de utilidad para docentes en ejercicio que deseen fortalecer su practica en el eje de Estadistica y Probabilidad,
asi como para académicos y formadores de profesores que busquen materiales innovadores para acompanar sus
cursos.

Invitamos a las y los lectores a recorrer estas paginas con espiritu critico y reflexivo, explorando los proble-
mas, analizando sus soluciones y, sobre todo, preguntandose como cada uno de ellos puede transformarse en una
oportunidad de aprendizaje en el aula escolar. Nuestra aspiracion es que este libro contribuya no solo a mejorar la
formacion inicial en estadistica, sino también a consolidar un enfoque de ensefianza que forme estudiantes capa-
ces de comprender el mundo a través de los datos, tomar decisiones informadas y participar activamente en una
sociedad cada vez mas atravesada por la informacion.

Confiamos en que este esfuerzo, nacido desde la practica docente y respaldado por el proyecto Escribe.doc de
la Universidad de Concepcion, se convierta en un aporte significativo para la formacion de los futuros profesores de
matematicas y, en consecuencia, para el fortalecimiento de la educacion estadistica en Chile.
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1.

1.1.

Preliminares

Estructura de cada problema

Cada planificacion del problema se organiza segln la siguiente secuencia, la cual se ha disenado para arti-

cular los objetivos curriculares, el contenido disciplinar y las oportunidades didacticas que favorecen el desarrollo
del razonamiento estadistico y probabilistico:

1.

Identificacion curricular y de contenido del problema.

Esta seccion sintetiza tres componentes en la Tabla[l]: (i) el Objetivo de Aprendizaje (OA) del Curriculo Esco-
lar; (ii) el Objetivo de Aprendizaje de la Actividad (definido por los autores); (iii) los Contenidos de Estadistica
y Probabilidad requeridos para resolver la actividad.

Tabla 1: Mapa entre OA curriculares, OA de la actividad y contenidos de Estadistica y Probabilidad

OA del Curriculo Escolar OA de la Actividad Contenidos de Estadisti-
ca y Probabilidad

Para este libro, los OA curriculares provienen de las Bases Curriculares correspondientes a la Formacion
Diferenciada Humanista—Cientifico de Tercero y Cuarto Medio del Ministerio de Educacion de Chile, especifi-
camente de la asignatura Probabilidades y Estadistica Descriptiva e Inferencial. El OA de la Actividad es
propuesto por los autores, y los Contenidos detallan el conocimiento estadistico y probabilistico necesario
para su implementacion.

. Problema. Se presenta una situacién auténtica, acompanada de representaciones (graficos, tablas o contex-

tos reales) que demanda el andlisis, interpretacion y justificacién de conclusiones. El problema busca vincular
el contenido disciplinar con fenémenos significativos para los estudiantes, promoviendo asi el uso de sus
conocimientos previos y de su capital cultural.

Una solucion del problema. Se entrega un conjunto de fundamentos y explicaciones que constituyen una
propuesta de resolucion. Esta seccién orienta al profesorado respecto de los caminos plausibles que podrian
recorrer los estudiantes.

Una simplificacion. Se formulan interrogantes alternativas o ajustes en el nivel de dificultad del problema,
con el fin de atender a la diversidad de desempenos de los estudiantes y facilitar procesos de acceso gradual
al conocimiento.

Consolidacion del conocimiento o habilidades pretendidas. Se proponen preguntas que permiten verificar
si los estudiantes comprenden los conceptos y razonamientos involucrados, promoviendo la metacognicion y
el transito desde lo procedimental a lo conceptual.

. Una extension. Se incorpora informacién adicional (tablas, graficos o datos complementarios) que amplia la

problematica inicial y favorece la integracién de nuevos elementos de analisis, estimulando la transferencia y
la capacidad de inferencia.

. Plenaria. Finalmente, se sugieren criterios para la seleccién de respuestas y estrategias de discusion colec-

tiva. Esta instancia busca promover la socializacion de diferentes enfoques, la validacién de argumentos y la
construccion de inferencias informales a partir de la evidencia.

En sintesis, cada problema constituye una unidad didactica estructurada que vincula los objetivos curriculares

con la practica de aula. La secuencia de identificacion, problema, solucién, simplificacion, consolidacion, extensién
y plenaria permite a los formadores de profesores y a los propios estudiantes transitar desde el reconocimiento de
los contenidos estadisticos y probabilisticos hasta la construccién de inferencias y generalizaciones. Con ello, se
favorece no solo el aprendizaje disciplinar, sino también el desarrollo del razonamiento estadistico, la interpretacion
critica de datos y la toma de decisiones fundamentadas.



1.2. Sugerencias para la implementacion de las actividades

El modelo de implementacién utilizado en el proyecto que dio origen a este libro fue la indagacion colaborativa.
La colaboracién en la formacién docente actia como un catalizador del desarrollo profesional al desplazar el foco
desde el aprendizaje individual hacia el aprendizaje con y a través de otros, abriendo espacios para la indagacién
sobre la practica, el contraste de perspectivas y la toma de decisiones basada en evidencia. Entendida como postura
profesional y ética, la indagacioén colaborativa habilita juicios pedagdgicos bien fundados y relaciones de confianza
con los aprendizajes del estudiantado (Johnson Lachuk et al.,|2019).

La colaboracién efectiva, sin embargo, no ocurre por defecto: requiere un disefio pedagdgico intencionado que
desarrolle habilidades de trabajo en equipo (p. €j., entrenamiento explicito, facilitacién en tiempo real, instancias de
check-in y check-out, y un lenguaje compartido para hablar de la colaboracion). La evidencia muestra que estas
intervenciones mejoran los aprendizajes percibidos y la calidad de los procesos grupales; en cambio, formar grupos
sin andamiaje reduce la probabilidad de aprendizaje productivo (Sjglie et al., 2021).

En Educacién Matematica, la colaboracién se articula con el conocimiento para ensehnar (MKT/PCK). Desde
Shulman (1986) y la formalizacion de MKT por Ball et al. (2008), sabemos que ensenar matematicas exige, ademas
del dominio del contenido, la capacidad de transformarlo didacticamente: interpretar el pensamiento estudiantil,
seleccionar representaciones y tareas, y justificar decisiones instruccionales. Los entornos colaborativos hacen
visible ese conocimiento en uso porque exigen explicar, argumentar y redisenar propuestas frente a pares (Appova
& Taylor, 2020).

1.3. Enfasis en estadistica y probabilidad

En estadistica y probabilidad, la indagacién colaborativa es especialmente fértil por, al menos, tres razones:

1. Pensamiento estadistico y razonamiento con datos. El marco de Wild y Pfannkuch (1999a)—problematizar,
planificar, analizar y concluir—exige argumentar con evidencia, escrutar supuestos y razonar sobre variabili-
dad e incertidumbre. Estas practicas se potencian cuando las y los docentes en formacién contrastan inter-
pretaciones y negocian conclusiones en equipos que examinan datos reales o simulados.

2. Conocimiento profesional especifico (SKT/MKT estadistico). Se requieren constructos analogos al MKT,
como el Statistical Knowledge for Teaching (SKT), que integren conocimiento del contenido estadistico, del
estudiantado y de la ensefianza. Marcos influyentes describen como este conocimiento se activa para inter-
pretar respuestas, seleccionar representaciones (tablas, diagramas, simulaciones) y anticipar errores frecuen-
tes (p. €j., equiprobabilidad mal inferida) (Burgess, 2009} Groth, 2007). La indagacién colaborativa favorece
que el SKT emerja y se refine mediante el dialogo entre pares.

3. Diseno de tareas y progresiones de ideas. La literatura sobre statistical reasoning recomienda secuencias
que integren contenido, pedagogia y evaluacion, con tareas que exijan justificar con evidencia, discutir la
variabilidad y modelar el azar; trabajar estas tareas en comunidades colaborativas mejora la anticipacion de
trayectorias de aprendizaje y el ajuste de apoyos instruccionales (Garfield & Ben-Zvi, |2008).

En sintesis, una infraestructura colaborativa intencionada (facilitacion, acuerdos, lenguaje compartido) y marcos
de conocimiento profesional (MKT/SKT) permiten que las y los futuros docentes aprendan a ensefar estadistica y
probabilidad con base en evidencia, curriculo y analisis del pensamiento estudiantil, en coherencia con avances del
campo y experiencias efectivas en cursos de contenido (Appova & Taylor, 2020; Ball et al., 2008 Johnson Lachuk
et al., 2019; Sjalie et al., 2021).

1.4. Modelo de gestion de la clase

Se proponen cuatro momentos (Ver Figura [1):

1. Normas y conformacion de equipos. Presentar criterios de trabajo colaborativo y conformar equipos (ideal-
mente de 3—4 integrantes) por asignacion aleatoria o criterios pedagdgicos. Explicitar instancias de socializa-
cién, externalizacion, combinacion e internalizacién de ideas. El/la docente alterna aproximaciones pasivas



i) Normas y confor-
macion de equipos
Definir reglas de
trabajo colaborativo,
formar equipos y
explicar instancias
de interaccion.

ii) Entrega y lec-
tura del problema
Distribuir la actividad
y asegurar compren-
sién compartida.

iv) Plenaria y sintesis
Compartir produc-
ciones, discutir
enfoques y sistema-
tizar aprendizajes.

iii) Monitoreo y
retroalimentacion
Intervencién activa o
pasiva del docente
para mantener alta
demanda cognitiva.

Figura 1: Modelo de gestion de la clase en cuatro momentos (estructura circular).

(observacién y registro) y activas (intervencion breve y focalizada cuando el equipo lo requiera o quede blo-
queado).

. Entrega y lectura del problema. Entregar la actividad (una por persona o una por equipo, si se desea forzar
la interdependencia positiva). Asegurar una lectura compartida de consignas y una primera aproximacion a
ideas y representaciones.

. Monitoreo y retroalimentacion durante el trabajo. Definir cuando y cémo el profesorado interviene (p. €j.,
bajo demanda del equipo). Mantener una exigencia cognitiva alta mediante preguntas que promuevan expli-
cacidn, justificacion y conexion entre representaciones. Si el equipo avanza con rapidez, ofrecer extensiones;
si se estanca, proponer andamios o simplificaciones planificadas en el disefio de la actividad.

. Plenaria y sintesis. Seleccionar estratégicamente producciones de equipos para la discusién publica (cri-
terios: diversidad de enfoques, errores productivos, representaciones contrastantes). Formular un objetivo
explicito para la plenaria (p. ej., comparar modelos, discutir supuestos, estimar y justificar) y cerrar con una
sistematizacion breve que recupere conceptos, procedimientos y argumentos.



2. Problema 1

2.1,

Planificacion del Problema

a) Identificacion curricular y de contenido del problema

Objetivo de Aprendizaje del
Curriculo Escolar

Objetivo de Aprendizaje de
la Actividad

Contenidos Estadisticos y
de Probabilidad

OA 1. Argumentar y comu-
nicar decisiones a partir del
anadlisis critico de informa-
cion presente en histogra-
mas, poligonos de frecuen-
cia, frecuencia acumulada,
diagramas de cajon y nu-
be de puntos, incluyendo el
uso de herramientas digita-
les.

Analizar criticamente infor-
macién presente en un
grafico de linea, identifican-
do los elementos estructu-
rales que permiten realizar
extrapolaciones e interpola-
ciones.

» Tipos de variable.
= Gréfico de lineas.

b) Problema ;Una carrera técnica o una profesional?

Observa el grafico y explica por qué se producen las variaciones de blsqueda en el rango de tiempo.
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¢) Una solucion del problema

Los fundamentos que pueden explicar la variacién son:

= En ambas categorias se observa un aumento en los meses de noviembre a enero. Esto se justifica por
el periodo de rendicion de las pruebas de seleccién universitaria y la decision que conlleva tener buenos
o malos resultados en la prueba de seleccion.

= La categoria de carrera profesional en los ultimos anos ha descendido su interés por la necesidad de
personal mas técnico.

m En el periodo de marzo a agosto del afio 2020, ambas categorias tienen bajo nivel de busqueda en
internet debido a la pandemia.

d) Una simplificacion

Para ayudar a los estudiantes a buscar justificaciones de la variacién puede plantear las siguientes interro-
gantes:

= ;Por qué en los meses de noviembre a enero aumenta la blsqueda de carreras profesionales y técnicas?

= ; Por qué en los meses de julio y agosto la busqueda de carreras técnicas aumenta pero no las profesio-
nales?

= En el primer semestre del afo 2020, ¢ por qué la busqueda de ambos tipos de carrera descendieron?

e) Formas de consolidar el conocimiento o habilidades pretendidas (preguntas)

Para consolidar el conocimiento realice las siguientes preguntas cuando el grupo diga que tiene alguna res-
puesta a la situacion:

= ;En qué conocimiento se fundamenta su respuesta?

= ;Cbémo llegaron a establecer por qué varié la busqueda?

= ;Qué elementos del grafico consideraron para establecer su respuesta?

= ; Existe informacién de su respuesta que no se obtiene del grafico? ;Por qué ocurre esto?

f) Una extension

Observe la siguiente informacion sobre la matricula del primer ano segun el tipo de Institucion de Educacién
Superior (IES).

[ TipodelES | 2012 [ 2013 [ 2014 [ 2015 | 2016 | 2017 | 2018 [ 2019 | 2020 | 2021 |

Universidad | 154.931 | 153.107 | 149.617 | 153.727 | 162.132 | 166.016 | 167.482 | 160.826 | 149.966 | 147.331
Instituto 108.381 124.900 | 126.907 | 124.344 | 125.389 | 120.430 | 123.536 | 126.497 | 114.456 | 127.131
Profesional

Centro de 60.870 63.623 65.610 62.551 59.136 59.300 59.768 61.744 56.253 58.754
Formacion

Técnica

Tabla 2: Matriculas de Primer Aho, periodo 2012-2021. Fuente: Elaboracién propia a partir de INDICES Matriculas de Educacién Superior
2005-2021, CNED.

Con la informacion de la Tabla 2] evalte las conclusiones que se pueden obtener del gréfico de linea.

Recomendacidn: Invite a los estudiantes a analizar como se relacionan las cifras de matricula con las ten-
dencias de busqueda, promoviendo asi una interpretacién critica de los datos.



g) Plenaria

Para la plenaria se deben seleccionar respuestas que faciliten la discusién entre los estudiantes. Las respues-
tas en esta situacion que pueden ser elegidas deben considerar las siguientes caracteristicas:

= El conocimiento en cual fundamentan su respuesta es ajeno a la informacién que se muestra en el
grafico. Esto para comprender y sentar las bases de un proceso de inferencia informal.

= Lainformacion externa debe ser discutible para generar asimetria en las posiciones de los estudiantes.

= Que establezcan interpolaciones/extrapolaciones, y con ello poder llegar a validar la idea en funcién de
los elementos estructurales identificados.



2.2. Contenido para el profesor.
2.2.1. Disciplinar

La identificacion de la o las variable(s) es fundamental para describir un fendémeno de interés y su inherente
comprensién, pero desde esta perspectiva, ;como se define este concepto? Intuitivamente, se asume que dicho
concepto esta asociado a algo que varia, o sea, a una caracteristica a la que se le pueden asociar distintos va-
lores o atributos. Siguiendo esta idea, consideremos que estamos interesados en analizar la siguiente hipotesis:
¢los estudiantes diagnosticados con hiperactividad tienen un menor promedio de notas en matematicas que los
estudiantes que no estan diagnosticados? Caracteristicas importantes de los estudiantes para llegar a conclusio-
nes e inferencias al respecto podrian ser: el promedio de notas en la asignatura, el estudiante esta diagnosticado
0 no con hiperactividad, la edad, el sexo, entre otras. Claramente, si tomamos una muestra representativa de la
poblacion para llevar a cabo el estudio y vemos los posibles valores o atributos de cada una de las caracteristicas
sefialadas, verificaremos que efectivamente estas cambian de individuo a individuo. En particular, a cada una de
estas caracteristicas las denominaremos variable estadistica, las cuales se subdividen en dos grandes grupos:

= Cualitativas, corresponden a aquellas caracteristicas del sujeto de interés, que como su nombre lo indica,
son una cualidad. Este tipo de variables se subdivide a su vez en dos:

* Nominales, a este tipo de variable pertenecen todas las cualidades de los sujetos de estudio, donde los
atributos no tienen un orden establecido o natural, por ejemplo:
a) el estado civil, considerando como posibles valores de atributo: soltero, casado, viudo, otro.
b) el color de ojos, donde los posibles valores son: negros, verdes, azules, cafés.

» Ordinal, en este tipo de variable, los atributos tiene un orden preestablecido, el cual se debe a su natu-
raleza y no a la subjetividad del investigador, por ejemplo:
a) el nivel de tolerancia al dolor, la cual puede considerar valores numéricos entre 0 y 10, donde 0 co-
rresponde a ausencia de dolor, y 10 representa el nivel mas alto (peor dolor del mundo). Note que si
bien se asignaron numeros a las categorias de la variable, esta sigue siendo de naturaleza cualitativa.
b) el estado nutricional, donde la variable puede tomar valores como: por debajo del peso saludable,
normal, sobrepeso, obesidad, obesidad extrema.

= Cuantitativas, son aquellas variables en que las caracteristicas del sujeto por naturaleza se expresan de
manera numérica. Existen dos tipos de variables cuantitativas:

« Discretas, corresponden a que ellas variables numéricas en que sus posibles valores son obtenidos a
través del proceso de contar, por ejemplo: nimero de automéviles de un color especifico que pasan por
una interseccion medida de manera diaria durante un mes.

» Continuas, a este grupo pertenencen las variables en que sus posibles valores provienen del proceso
de medir, por ejemplo: la edad (en anos) de los estudiantes de un determinado establecimiento. En este
ejemplo en particular, la unidad de medida establecida son los anos y esta no puede tomar nimeros
decimales, sin embargo, esta no es razon suficiente para pensar que la variable en cuestién es discreta,
solo se puede senalar que por comodidad esta se discretizd, pero su naturaleza sigue siendo continua.
Conclusién similar se puede establecer con otras variables continuas como el sueldo.

Note que el concepto de variable estadistica esta ligado a lo que se espera obtener cuando se realiza una
pregunta estadistica. Entenderemos que una pregunta estadistica es aquella que involucra las siguientes ideas: a)
implica variabilidad, es decir, la respuesta a ella no es Unica ni determinista, sino que varia entre los individuos de
interés; b) para responderla se necesitan datos (evidencia empirica), no basta con conocimiento teérico ni 16gico;
c) analisis de datos, las respuestas obtenidas pueden ser resumidas, tanto numéricamente como visualmente, o a
través de analisis mas sofisticados como inferencias.

Preguntas como: ;Cuantas horas tiene un dia?, ;Manana sale el sol?, no corresponden a preguntas estadisti-
cas, pues a pesar de que le preguntemos a 1000 personas, la respuesta es la misma, no hay variabilidad, no se
necesitan datos para responderlas y no tiene sentido realizar ningln analisis de datos. Sin embargo, preguntas
como: ¢ Cuantas horas al dia miras las redes sociales?, ;a qué hora sale el sol en Concepcidn durante junio?, si lo

10



son, dado que varian, en el primer caso de individuo a individuo, y en el segundo de dia a dia; se recogen datos
empiricos, y se puede realizar un andlisis de estos.
A continuacioén la Figura [3)muestra un resumen del tipo de variable estadistica.

[ NOMINALES ]

VARIABLES I
CUALITATIVAS

.

{ ORDINALES ]

TIPOS DE |
VARIABLES |

( DISCRETAS ]

( VARIABLES ]
L CUANTITATIVAS J

[ CONTINUAS ]

Figura 3: Tipos de variable estadistica.

Una manera de resumir la informacién recopilada de una variable es a través de representaciones gréficas, las
cuales deben tratar de retratar el comportamiento de la caracteristica estudiada; por ende, es de vital importancia
escoger el grafico adecuado segun el tipo de variable en cuestién. Por ejemplo, el grafico de lineas es una forma
grafica que se construye con el objetivo de permitirle al lector estudiar y/o analizar la evolucién de las observaciones
relativas a una variable de interés cuantitativa, usualmente, a través del tiempo; de manera tal que este pueda, por
ejemplo, proyectar la tendencia general detectada. A esta Ultima accién la llamaremos extrapolacién, asociada al
nivel de lectura de grafico mas alto, tema que discutiremos en la seccién siguiente.

De acuerdo con lo anterior, podemos senalar que un grafico de lineas esta formado, como su nombre lo indica,
por lineas que representan datos con una estructura temporal. Para construir este tipo de grafico se considera un
plano cartesiano, donde en el eje de las abscisas (eje X) se ubica la variable relativa al tiempo (meses, trimestres,
anos, etc.) y en el eje de las ordenadas (eje Y) la variable de interés, la cual claramente es obtenida en instantes
de tiempo discretos. Sin embargo, y dado que el tiempo es continuo y con el propdsito de ayudar al lector con la
lectura y analisis de la tendencia de los datos, las observaciones se unen con lineas.

El grafico de lineas también es Util para realizar comparaciones, ya sea de dos o0 mas variables cuantitativas
versus el tiempo, por ejemplo: precio del dolar durante el Gltimo afo y precio de la bencina en el mismo periodo
(Ver Figura[d); o la misma variable medida en muestras distintas, por ejemplo: tasa de desempleo a nivel nacional
segun género (Ver Figura [5). Note que en la primera de estas figuras, el tiempo de observacion es de un afo,
ambas variables presentan una tendencia al alza en dicho periodo. También se puede observar que el precio del
délar mostré un peak alrededor de la navidad de 2021, para luego bajar su valor; sin embargo, una nueva alza se
observa en torno a la primera semana de junio del 2022. Por su parte, en el grafico de lineas referente al precio de la
bencina, se observa que este es practicamente creciente en todo el periodo, presentando una baja alrededor de la
primera semana de diciembre de 2021. Ahora bien, como ambos graficos tienen su propia escala, su comparacion
no es directa.

Por otro lado, en la Figura [5] se puede realizar una comparacion directa entre las tendencias de la variable en
cuestién, pues no solo se us6 la misma escala, sino que ademas se consider6 graficarla en la misma ventana. El
periodo de observacion es del trimestre dic-feb 2018, hasta dic-feb de 2022, con lo cual se consideran 49 trimestres
moviles. Note que el concepto trimestres méviles hace referencia a un promedio de tres periodos (en nuestro caso
tres meses) consecutivos que se calcula y actualiza constantemente a medida que avanza el tiempo. Los trimestres
moviles tiene la ventaja de que se ajusta constantemente a nuevos datos, lo cual permite reflejar la evolucién mas
reciente de la variable de interés, contrario a lo que sucede con un promedio simple de tres meses que solo se
calcula una vez.

Cuando el objetivo es realizar comparaciones de tendencias se recomienda que los datos sean representados
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en un mismo grafico o en graficos distintos pero poniendo atencién en las escalas de estos, para evitar distorsionar
la informacién y con ello las conclusiones e inferencias.
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Figura 4: Precio del dolar y precio de la Gasolina de 93 octanos. Fuente: Elaboracién propia en base a datos del Banco Central
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Figura 5: Tasa de desempleo a nivel nacional. Fuente: INE

2.2.2. Comprension grafica y razonamiento estadistico: Fundamentos cognitivos y aplicaciones didacticas

[agregar cuestiones sobre neurociencia] El desarrollo del razonamiento estadistico y la interpretacion de graficos
requiere tanto de conocimientos matematicos como de procesos cognitivos complejos. A continuacién, se describen

los aspectos clave que intervienen en esta comprension, desde sus fundamentos graficos hasta su proyeccion
didactica en el aula.

Comprension de graficos

Los gréficos transmiten informacion mediante una variedad de recursos visuales como puntos, lineas, sistemas
de coordenadas, figuras, numeros, simbolos, texto y color, los cuales deben ser interpretados de manera integrada.
Segun Kosslyn (1985), la comprensién de un grafico requiere considerar cuatro elementos estructurales esenciales:
el fondo, la estructura, el contenido y las etiquetas. Complementariamente, Curcio (1987) destaca como elemen-
tos fundamentales las palabras presentes en el titulo, los ejes y las escalas, asi como el contenido matematico
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que incorpora —como nUmeros, areas o longitudes de lineas—, todos ellos imprescindibles para una lectura e
interpretacion adecuada del grafico.

La comprensién e interpretacion de graficos desempefa un papel central en la descripcién, organizacién y
analisis de datos estadisticos, ya que constituyen instrumentos clave en procesos de transnumeracion. Esta Gltima,
de acuerdo con Wild y Pfannkuch (1999b), consiste en la capacidad de transformar representaciones de datos
de un sistema a otro con el propoésito de alcanzar una mejor comprension. Por ejemplo, un nino que convierte un
listado de datos en un grafico de barras —y viceversa— esta realizando un proceso de transnumeracién que implica
habilidades cognitivas complejas.

Elementos estructurales de un grafico para la comprension

Al solicitar a los estudiantes que analicen un grafico, se espera que lo interpreten en relacién con sus conoci-
mientos previos y su contexto. Para ello, es fundamental que reconozcan y comprendan los elementos estructurales
que lo componen. En este sentido, Friel et al. (2001)) identifican los siguientes componentes esenciales de un grafico
estadistico:

= Titulo y etiquetas: Proveen informacion contextual sobre el contenido del grafico e indican las variables
representadas.

= Marco del grafico: Incluye los ejes, las escalas y las marcas de referencia. Este marco proporciona informa-
cién clave sobre las unidades de medida utilizadas y orienta la lectura cuantitativa de los datos.

= Especificadores: Son los elementos graficos que representan los datos, tales como los rectangulos en los
histogramas o los puntos en los diagramas de dispersion. Diversos autores han senalado que no todos los
especificadores tienen el mismo nivel de accesibilidad cognitiva. Se ha propuesto un orden progresivo de
dificultad en su interpretacién: posicidon en una escala homogénea, posicién en una escala no homogénea,
longitud, angulo o pendiente, area, volumen y color.

Entonces, la comprension de la informacién contenida en un gréafico requiere el desarrollo de tres tipos de
comportamientos, segun Friel et al. (2001):

1. Traduccidn: consiste en cambiar el modo de representacion de la informacién. Por ejemplo, implica describir
verbalmente el contenido de una tabla de datos o interpretar un grafico en términos descriptivos, destacando
su estructura y los elementos visuales que lo componen.

2. Interpretacion: implica organizar la informacién del grafico segun su relevancia. Este proceso permite identi-
ficar relaciones entre distintos especificadores del grafico o entre un especificador y un eje etiquetado, con el
fin de extraer conclusiones significativas a partir de los datos presentados.

3. Extrapolacidn e interpolacion: consideradas como extensiones del proceso de interpretacién, estas accio-
nes requieren no solo identificar la intencidon comunicativa del gréafico, sino también inferir posibles consecuen-
cias a partir de los datos. Segun Ochoa (2019), extrapolar e interpolar implica sefialar tendencias, anticipar
comportamientos futuros o completar informacion ausente, combinando el andlisis grafico con conocimientos
previos.

En este proceso, el estudiante no solo establece conexiones entre diferentes elementos del grafico (interpreta-
cién), sino que también aplica conocimientos externos para proyectar o inferir informacién adicional (extrapolacién
e interpolacion).

Cuestionar a los estudiantes para promover el razonamiento estadistico

Un aspecto clave para favorecer la comprension de graficos, desde una perspectiva cognitiva, es el tipo de
cuestionamiento que realizan —o al que son expuestos— los estudiantes. Formular y responder preguntas permite
movilizar procesos mentales vinculados a distintos niveles de interpretacion grafica. Diversos autores han senalado
que las preguntas pueden organizarse segun su nivel de complejidad: mientras las preguntas de nivel basico se
centran en el contenido explicito del gréafico, las de nivel superior exigen habilidades como inferir, aplicar, sintetizar
y evaluar informacién.

En esta linea, autores citados por Friel et al. (2001) —como Wainer (1992)— propusieron tres niveles de com-
prension de graficos en funcién del tipo de preguntas que se pueden plantear:
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1. Nivel elemental: centrado en la extraccion directa de datos desde el grafico.
2. Nivel intermedio: enfocado en la interpolacion y la identificacion de relaciones entre los datos presentados.

3. Nivel avanzado: implica extrapolar informacion y analizar relaciones implicitas, promoviendo una compren-
sién profunda de la estructura de los datos representados.

Complementariamente, Friel et al. (2001) también propuso una clasificacién basada en cuatro niveles de lectura
grafica, que detallan las formas en que los estudiantes procesan la informacion visual:

= Leer los datos: lectura literal de la informacion contenida en el grafico. Por ejemplo, identificar la variable
representada en el eje X.

= Leer dentro de los datos: lectura que requiere aplicar procedimientos matematicos basicos (como sumas,
restas o comparaciones). Un ejemplo seria calcular el rango de un conjunto de datos a partir de su valor
maximo y minimo.

= Leer mas alla de los datos: implica realizar inferencias o predicciones que no se pueden deducir directa-
mente del grafico ni mediante operaciones matematicas simples. Por ejemplo, anticipar una tendencia futura
a partir del patrén observado.

» Leer detras de los datos: supone una evaluacién critica del gréfico, considerando tanto el proceso de reco-
leccion y organizacion de datos como el contexto en el que fueron producidos. Este nivel exige conocimientos
matematicos avanzados y comprension contextual Diaz-Levicoy et al. (2015)

De acuerdo con esta taxonomia, los estudiantes suelen desenvolverse con mayor facilidad en el primer nivel
(leer los datos), mientras que los niveles superiores presentan desafios crecientes. Las dificultades mas comunes se
vinculan con limitaciones en el dominio del contenido matematico, habilidades lectoras y comprension del lenguaje
grafico. Particularmente, en el nivel leer mas alla de los datos, los estudiantes deben hacer inferencias a partir de
la representacion, lo cual requiere un procesamiento cognitivo mas complejo y, por tanto, representa una de las
mayores dificultades en la comprension gréfica.

2.3. Orientaciones desde la implementacion

A continuacion se presenta una serie de recomendaciones para la implementacién del problema, las cuales han
surgido desde la experiencia de la aplicaciéon de este en el aula.

1. Activacion de conocimientos previos. Esta fase se recomienda realizarla antes de mostrar el problema a
resolver y comenzarla con una conversacion guiada, que considere preguntas tales como:

a) ¢Qué informacién pueden obtener de un grafico de lineas?

c) ¢Qué significa que la linea resultante del grafico suba o baje?

)
b) ¢Qué representa cada eje en un grafico de lineas?
)
d)

Para contextualizar, considere ejemplos cotidianos y cercanos a los estudiantes, tales como: temperatura
diaria, precio de un articulo en plataformas como Shein, Aliexpress, etc., para reforzar la nocién de
variacion en el tiempo.

2. Exploracién y lectura critica del gréafico. Esta etapa se puede realizar para ayudar a los estudiantes en la
resolucién del problema planteado, pero se recomienda que esto solo sea aplicado a los grupos que estan
teniendo dificultades en la resolucién.

a) Pedir a los estudiantes que describan tendencias generales (aumento, disminucion, estabilidad) en cada
grafico.

b) Comparar los graficos de universidades y de institutos profesionales, considerando preguntas como:
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= ;En qué periodos se observan cambios notables?

= ;Se comportan de forma similar?

m |dentificar los elementos estructurales: ejes, unidades, intervalos de tiempo, puntos de datos.
c) Realizar preguntas destinadas a promover la interpretacion y la argumentacion, por ejemplo:

= ;Qué ano tuvo el mayor nimero de bisquedas?

= ;Qué podrias inferir que pasara si la tendencia continda?

= ;En qué ano ambos graficos muestran valores similares?

3. Conexidn con la realidad y pensamiento critico, durante el desarrollo y dependiendo del avance de los grupos,
motivar la reflexion, en torno a preguntas como:

a) ¢Qué factores sociales, econdmicos o educativos podrian explicar estas variaciones?
b) ¢Qué implicancias podrian tener estos factores para la oferta educativa?

4. Actividades complementarias para reforzar contenido. Pedir a los estudiantes que creen su propio gréafico de
linea a partir de una base de datos (por ejemplo, usando planillas de calculo). Y comenten sus hallazgos,
relativos a descripcién de tendencias y puntos criticos.

5. Se recomienda promover una lectura critica de los graficos, de modo que los estudiantes puedan interpretar
la informacion que estos presentan con base en su propio conocimiento y experiencia. Sin embargo, es
importante enfatizar que ese bagaje personal no debe imponerse por sobre la evidencia mostrada en el
grafico. Asimismo, se sugiere fomentar la distincion entre correlacion y causalidad, fortaleciendo asi una
comprension mas rigurosa y reflexiva de los datos.
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3. Problema 2

3.1.

Planificacion del Problema

a) Identificacion curricular y de contenido del problema

Objetivo de Aprendizaje del
Curriculo Escolar

Objetivo de Aprendizaje de
la Actividad

Contenidos Estadisticos y
de Probabilidad

OA 1. Argumentar y comu-
nicar decisiones a partir del
analisis critico de informa-
cién presente en histogra-
mas, poligonos de frecuen-
cia, frecuencia acumulada,
diagramas de cajon y nu-
be de puntos, incluyendo el
uso de herramientas digita-
les.

OA a. Construir y evaluar
estrategias de manera cola-
borativa al resolver proble-
mas no rutinarios.

Establecer conjeturas sobre
la informacién que se ge-
nera al relacionar diferen-
tes representaciones de un
mismo conjunto de datos.

m Histograma
m Cuartiles

= Boxplot (grafico de ca-
ja)

b) Problema De la montafa a la caja.

Distribucion de la altura

14

Numero de nifias
[=>} =3 8

-~

[¥]

132 138

144 150 156
Altura (cm)

Construya el grafico de caja asociado.
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El siguiente histograma muestra la altura en centimetros de las nifias de un curso.
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¢) Una solucion del problema

Un primer grafico de caja solucion es el siguiente:

' —
-l | I | [
130 140 150 160 170
Un segundo grafico de caja solucion es el siguiente:
-« | | | [
130 140 150 160 170

d) Una simplificacion

El siguiente gréafico de caja muestra la distribucién de las alturas de un grupo de ninas

A 4

130 140 150 160 170

Construya el histograma de la distribucién de las alturas de las ninas.

e) Formas de consolidar el conocimiento o habilidades pretendidas (preguntas)

Para consolidar el conocimiento realice las siguientes preguntas cuando el grupo diga que tiene alguna res-
puesta a la situacion:

¢, Como saben que el valor minimo se encuentra ahi? ;y el maximo?

m ; Pueden variar los valores de los cuartiles?

= ;De qué dependen los valores del grafico caja?

= ; Existe otro gréafico de caja que puede ser solucion?

= ; Cuantos gréficos diferentes pueden estar asociado al grafico de caja o al histograma o viceversa?
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f) Una extensidn Los siguientes histogramas muestran la distribucion de puntajes asociados a una evaluacion.
Construya para cada grupo el grafico de caja asociado.
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24 32 40 48 56 64 72 80 28 35 42 49 56 63 70 7 84
Puntaje_C Puntaje_D
C D

Tabla 3: Distribucién de puntajes de 4 evaluaciones.

g) Plenaria

Para la plenaria se deben seleccionar respuestas que facilite la discusién entre los estudiantes respecto de la

variabilidad de los graficos de cajas asociados al histograma. Las respuestas que pueden ser elegidas deben
considerar las siguientes caracteristicas:

= Ser diferentes dos a dos los graficos cajas creados por cada grupo de estudiantes. Esto para permitir la

discusion entorno a los posibles valores que pueden tomar los cuartiles, minimos y maximos del grafico
de caja.

= Que el conocimiento en el cual basan la variabilidad de los graficos sea la representacion agrupada de

los datos en el histograma en contraposicién de la necesidad de datos desagrupados para la construc-
cion del grafico de caja Unico.

Recomendacion: Invite a los estudiantes a discutir sobre la presencia de datos atipicos y cémo ellos pueden
influir en la forma del gréafico de caja y/o del histograma.
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3.2. Contenido para el profesor.
3.2.1. Disciplinar

Organizacion y Representacion de la Informacion: Una vez recopilada la informacion que permitira dar
respuesta a la pregunta de investigacion, un paso fundamental es decidir la forma en que se organizara y
presentara esta informacion. Para llevar a cabo esta tarea existen dos herramientas estadisticas, las cuales
son complementarias: las tablas de frecuencias y las representaciones graficas.

Antes de seguir debemos enfatizar en que el rol de una tabla de frecuencias es resumir la informacion recopi-
lada, por ende es mas que solo una tabla de registro, considerando que esta Ultima consiste simplemente en
una forma de disposicién de la informacién, por ejemplo, en excel, y como tal no logra el objetivo principal de
una tabla de frecuencias. Lo primero que se debe considerar en la construccién de estas tablas es el tipo de
variable que se desea representar (ver Figura[3). Para variables cualitativas la tabla de frecuencias se reduce
a considerar las frecuencias absolutas, relativas y relativas porcentuales. Sin embargo, cuando una variable
cualitativa ordinal posee varios atributos y se requiere informacién adicional, se pueden obtener las versiones
acumuladas.

Consideremos el siguiente ejemplo: A un grupo de estudiantes se le pregunta por su estilo musical favorito, la
informacion recopilada se encuentra resumida en la siguiente tabla:

Estilo musical | N° de estudiantes | % de Estudiantes
Pop 80 53,3
Reggaeton 32 21,3
Rock 13 8,7
Trap 25 16,7
Total 150 100

Tabla 4: Tabla de frecuencias del estilo musical favorito.

Note que la variable involucrada en esta situacion corresponde a una variable cualitativa nominal, es decir,
no se puede establecer un orden natural entre los atributos de esta. En particular, la Tabla {4, se construyé
ordenando los estilos musicales alfabéticamente, considerando los 4 atributos que arrojé la variable, obtenidos
de los resultados de la consulta realizada a los estudiantes. Es importante destacar que esta decisién no
cambia la naturaleza nominal de la variable. La segunda columna de la tabla corresponde a las frecuencias
absolutas, las cuales en sentido general representan el nimero de sujetos o individuos que pertenecen a
cada categoria o atributo de la variable, es usual denotarlas a través de f;, sin embargo, es importante no
olvidar ¢qué representa realmente?, en nuestro caso, las frecuencias absolutas corresponden al nimero de
estudiantes que prefieren un respectivo estilo musical. Por ultimo, se optd por incluir la frecuencia relativa
porcentual, la cual se obtiene a partir del cuociente entre la respectiva frecuencia absoluta y el total de los
datos (el cual usualmente denotamos por n), por 100 %. Luego si denotamos a la frecuencia relativa de la

i—ésima categoria de la variable por r;, tendremos que r; = —, y por lo tanto, la respectiva frecuencia relativa
mn
porcentual corresponde a r; * 100 %.

Luego, podemos deducir caracteristicas importantes, tanto de las frecuencias absolutas, como de sus versio-
nes relativas, como por ejemplo:

m La suma de las frecuencias absolutas es igual al total de datos, es decir,

k
d fi=h+fat ot fi=n,
=1

donde k corresponde al numero de categorias de la variable, en nuestro ejemplo & = 4.
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= Las frecuencias relativas, r;, estan siempre acotadas entre 0 y 1, y su suma esigual a 1,

Es importante sefalar que en ocasiones y debido al redondeo de cifras la suma no es exactamente
1, pero dado que la frecuencia relativa corresponde a una fraccion, no se debe perder ese sentido de
interpretacion, es decir, que fraccion del total de sujetos cumple con el i—ésimo atributo de la variable.

» Las frecuencias relativas porcentuales r; %, como consecuencia del punto anterior, suman 100 %.

A partir de la Tabla [4] se pueden responder preguntas como: ¢a cuantos de los estudiantes entrevistados
les gusta el Trap?, ¢ qué porcentaje de los entrevistados prefieren el Pop? Sin embargo, preguntas como, ¢,a
cuantos de los entrevistados les gusta como maximo el Rock?, no tienen sentido por la naturaleza nominal de
la variable. Analicemos el siguiente ejemplo:

Con el propésito de seleccionar a los usuarios de prestaciones sociales, en Chile a partir del ano 2016,
se implementé el Registro Social de Hogares (RSH), lo que permite una clasificacién socioecomica de los
usuarios que completan dicho cuestionario. De acuerdo con la Tabla |5 dicha cifra alcanzaba en julio de
2017 al 73.1 % de la poblacion chilena. El tramo de clasificacion socioeconémica (CSE) esta dividido en 7
categorias, donde el Tramo del 40, es el mas bajo y a él pertenecen todos los hogares con menores ingresos,
mientras que en el Tramo 100 se ubican los hogares de mayores ingresos. Claramente entonces la variable
Tramo CSE, corresponde a una variable cualitativa ordinal.

_h

n

dri=ridrat oty
=1

hoyl2y h
n n

i+ fo+ .+ fi

=313

Hogares y Personas en el RSH segtin tramo de Calificacion Socioecondmica. Julio 2017

(Numero y Porcentaje)

Hogares Personas DIStI‘IbUCI(),n
Sobre Total Pais (%)

Tramo CSE N % N %

Tramo del 40 2.654.031 55,1 7.024.262 54,8 40,0
Tramo del 50 462.475 9,6 1.306.436 10,2 7,4
Tramo del 60 374.917 7,8 1.017.426 7,9 5,8
Tramo del 70 358.587 7.4 963.631 7,5 55
Tramo del 80 343.064 71 892.471 7,0 5,2
Tramo del 90 451.636 9,4 1.234.199 9,6 7,0
Tramo del 100 168.817 3,5 388.367 3,0 2,2
Total 4.813.527 100,0 12.826.792 100,0 73,1

Tabla 5: Tabla de frecuencia de los hogares y personas con registro social de hogares (RSH) a nivel nacional. Fuente:Ministerio

de Desarrollo Social y Familia (2017, p. 169)

Si consideramos, por ejemplo solo a los hogares, y suponemos que una determinada ayuda social se en-
tregara a quienes pertenezcan a lo mas el tercer tramo, podemos construir una tabla de frecuencias que
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ademas permita responder a preguntas como: ¢jcuantos hogares pertenecen a los mas a dicho tramo?, o
¢ qué porcentaje de hogares esta clasificado hasta el Tramo del 607 Preguntas como estas son posibles de
responder con la frecuencia absoluta acumulada, y sus respectivas versiones relativas, en cuyo caso la tabla
correspondiente estara dada por:

Tramo CSE N° de hogares | % de Hogares || N° de hogares | % de Hogares
Tramo del 40 2.654.031 55,1 2.654.031 55,1
Tramo del 50 462.475 9,6 3.116.506 64,7
Tramo del 60 374.917 7,8 3.491.423 72,5
Tramo del 70 358.587 7,4 3.850.010 80,0
Tramo del 80 343.064 7,1 4.193.074 87,1
Tramo del 90 451.636 9,4 4.644.710 96,5
Tramo del 100 168.817 3,5 4.813.527 100,0

Tabla 6: Tabla de frecuencias de los hogares chilenos por RSH.

Note que en la Tabla[6] las columnas 2 y 3 corresponden a las frecuencias absolutas y a las frecuencias rela-
tivas porcentuales para cada tramo CSE, mientras que las columnas 4 y 5, son las versiones acumuladas de
dichas frecuencias, las que denotaremos como F; y R; %, respectivamente, sin embargo, ellas representan
el niUmero y porcentaje de hogares que se acumulan hasta cumplir con un atributo en particular, respecti-
vamente. Por lo tanto, el célculo de estas frecuencias nos permiten contestar a las preguntas planteadas
previamente. Estas frecuencias son posibles de calcular dada la naturaleza ordinal de la variable, sumado a
que esta presenta 7 posibles valores distintos.

En el caso de las variables cuantitativas, la tabla de frecuencias se puede elaborar utilizando tanto las frecuen-
cias absolutas como las acumuladas. Sin embargo, para este tipo de variables existe un formato adicional:
la tabla que organiza los datos en intervalos. Por ello, antes de construir la tabla de frecuencias, es nece-
sario responder la siguiente pregunta: ¢cuando conviene construir intervalos para un conjunto de datos de
una variable cuantitativa? La respuesta depende de la naturaleza de los datos, es decir, de cuantos valores
distintos puede tomar la variable y de qué tan dispersos se encuentran. Cuando la simple consideracion de
clases individuales no permite resumir adecuadamente la informacion, se recurre a intervalos. Es importante
no basar esta decisién Unicamente en criterios como el tamano de la muestra o si la variable es continua.
Analicemos los siguientes ejemplos:

a) La Tabla [7| resume los datos correspondientes a la edad (en anos) de los alumnos que cursaron En-
sefanza Media Cientifico-Humanista diurna durante el ano 2021, en alguno de los establecimientos
pertenecientes al Servicio Local de Educacion Publica (SLEP) Andalién Sur.

Edad | N° de alumnos | % de alumnos | N° de alumnos | % de alumnos

14 340 9,2 340 9,2

15 442 11,9 782 21,1

16 915 24,7 1697 45,8
17 1199 32,3 2896 78,1

18 538 14,5 3434 92,6
19 220 5,9 3654 98,5
20 46 1,2 3700 99,8
21 7 0,2 3707 99,9
22 2 0,1 3709 100,0

Tabla 7: Distribucién de las edades de los estudiantes. Fuente: Elaboracion propia a partir de ?

Es claro que en este ejemplo la variable, edad (en anos) de los estudiantes que cursaron Ensenanza
Media diurna es una variable cuatitativa continua, sin embargo, como ella sélo asume 9 valores posibles
(entre 14 y 22 afnos), no es necesario la construccion de intervalos. Incluso considerando que la cantidad
de datos n = 3709, es un valor grande, sélo se construyeron clases individuales.
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b) Por otro lado, si consideramos la edad en anos de todos los estudiantes de la comuna de Concepcion
gue cursaron tanto Ensenanza Bésica como Ensenanza Media diurna, durante el afio 2021, los valores
fluctban entre 6 y 22 anos, por lo tanto considerar clases individuales no parece razonable para resumir la
informacion. La Tabla[8} muestra la tabla de frecuencias construida a partir de la informacion disponible.

Clase | Edad | N°de alumnos | % de alumnos | N° de alumnos | % de alumnos
1 [5- 8] 5178 19,01 5178 19,01
2 18- 11] 6149 22,57 11327 41,58
3 J11-14] 6527 23,96 17854 65,54
4 114-17] 8157 29,94 26011 95,48
5 117- 20] 1222 4,49 27233 99,97
6 ]20- 23] 8 0,03 27241 100,0

Tabla 8: Distribucion de las edades de los estudiantes. Fuente: Elaboracién propia a partir de Ministerio de Educacién de Chile
(2022)

A partir de estos ejemplos, es claro que la construccién de intervalos es una decisién que debe tomar el
investigador de acuerdo a cdmo son sus datos en relacidn a la cantidad de valores posibles que tome
su variable, y no esté ligada a la naturaleza continua o discreta de la variable ni a la cantidad de datos
que se disponga. Luego, si la decision involucra la creacion de intervalos, la pregunta natural que surge
es ¢ cuantos intervalos debo contruir? La respuesta no es simple, sin embargo, existen varias reglas que
han ido surgiendo con los afos para ayudar en esta labor, las mas utilizadas son:

- Método empirico: esta regla depende del criterio del investigador, por lo tanto es arbitrario, debido
a que él decide la cantidad de intervalos que desea construir considerando:

5< Kk < 20,

donde « representa el numero de intervalos.

 Raiz cuadrada: esta regla indica que para calcular el nimero de intervalos sélo se debe obtener la
raiz cuadrada del total de datos, es decir,

Kk =/n,

Hirai (1989) sefala que este criterio es simple.

* Regla de Sturges: Helbert Sturges, propone que para determinar el nimero de intervalos se debe
considerar la siguiente expresion (Sturges, (1926):

k= 1+ 3,322log(n),

expresion que surge de considerar la aproximacion de la distribucion binomial a la distribucion nor-
mal y el supuesto que la dispersion relativa aumenta logaritmicamente.

La pregunta ahora es, s cuando es conveniente uno u otro criterio?, analicemos esto de manera grafica.
En la Figura [6] se observa que para un tamafio muestral aproximadamente n = 40 los criterios en
cuestion coinciden, mientras que para un valor menor a 40 parece ser que el criterio de usar la raiz
proporciona una cantidad menor de intervalos, lo contrario ocurre cuando n > 40. Sin embargo, se
debe tener en consideracién que dado que la cantidad de intervalos debe ser un nimero entero, en
ambos criterios de deben redondear los resultados, a pesar de ello parece ser que dado su simplicidad
es aconsejable usar el criterio de la raiz para tamanos muestrales iguales o0 menores a 40 (incluso con-
siderando que la cantidad de intervalos arrojada por Sturges coincide al efectuar el redondeo respectivo).

En la Figura[7] se observa como se comportan estos criterios al considerar el redondeo al entero méas
cercano, note que esto también es subjetivo, porque también la decisién podria ser truncar dicha canti-
dad. En la figura en cuestion se observa que efectivamente por simplicidad entorno a n = 40 es preferible
usar el criterio de la raiz cuadrada.
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Figura 6: \/n versus Regla de Sturges (sin redondeo).
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Figura 7: \/n versus Regla de Sturges (con redondeo).

Aplicando lo anterior a los datos de la Tabla [8] y considerando que n = 27241, utilizando la regla de
Sturges se obtiene: k = 1+ 3, 322log(27241) = 15, 7338 ~ 16 intervalos, es decir, para este conjunto de
datos de acuerdo con esta regla deberian haberse construido 16 intervalos. Lo cual es ilégico al observar
los datos, debido a que los valores de la variable fluctian entre 6 y 22 anos, luego es practicamente
equivalente a considerar clases individuales, razén por la cual se optd por el método empirico, es decir,
se decidi6 a conveniencia la cantidad de clases.

Otro elemento fundamental en la construccion de intervalos es la amplitud de estos, a la que denotare-
mos por a, para ello basicamente existen dos opciones: el investigador lo decide de manera arbitraria y
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a conveniencia, o se utiliza la siguiente expresion:

a= —,
K
donde R representa el rango de los datos, el cual se obtiene a partir de la diferencia entre el dato maximo
y el dato minimo. Se recomienda que a sea redondeado de acuerdo a la naturaleza de la variable, es
decir, si los valores que asume la variable son enteros, la amplitud debe aproximarse a un entero, si
los datos consideran un decimal, a también debe ser aproximado a la décima, y asi sucesivamente. Por
simplicidad, todos los intervalos son construidos considerando la misma amplitud.

Por ultimo, se debe decidir con respecto a los limites de los intervalos, a los cuales denominamos como
limite inferior y superior, respectivamente, los cuales pueden ser cerrados y/o abiertos, decisién que
toma el investigador. Note que en la Tabla[8|se considerd como primer limite inferior a 5 afios, un valor no
observado, mientras que su respectivo limite superior es 8 afnos que si corresponde a un valor observado
de la variable. En particular esta tabla fue construida a conveniencia, donde el primer intervalo es cerrado
tanto inferior como superiormente, y los restantes son abiertos inferiormente y cerrados superiormente.
Y la amplitud considerada es 3 anos.

Sin embargo, independiente del método utilizado y las decisiones que se tomen para construir los in-
tervalos, deben cumplirse dos condiciones fundamentales: el primer intervalo debe contener al valor
minimo y el dltimo intervalo al valor maximo, es decir el primer y ultimo intervalo no pueden tener fre-
cuencia nula. Y la segunda condicion es que los intervalos deben ser excluyente, la razén es muy obvia,
cada dato sélo puede estar contemplado en un Unico intervalo de clase.

A las tablas que consideran construccion de intervalos también se les llama tabla de frecuencias con
datos agrupados.

Otra manera de organizar y resumir la informacién es a través de la construccién de graficos, en particular
discutiremos tres tipos de graficos: grafico de barras, histograma y boxplot. Las representaciones graficas son
consideradas una manera de complementar la informacién proporcionada por las tablas de frecuencias.

= Grafico de barras simples: Este tipo de grafico se utiliza tanto para variables cualitativas como para
variables cuantitativas, salvo en el caso de que estas Ultimas se encuentren agrupadas en intervalos.
Para su construccion, en el eje X se representan los valores o categorias que puede asumir la variable,
mientras que en el eje Y se ubican las frecuencias correspondientes, las cuales determinan la altura de
cada rectangulo. Para que el grafico cumpla adecuadamente su funcién, es importante incluir elementos
estructurales como los nombres de los ejes y un titulo que facilite la interpretacién de la informacién por
parte del lector. Veamos algunos ejemplos:

a) Si consideramos el ejemplo correspondiente a la Tabla [4] donde la variable era de tipo cualitativo
nominal, el grafico de barras respectivo esta dado por la Figura 8, en ella se observa que cada
rectangulo construido tiene como altura el nimero de estudiantes que prefieren cada estilo musical,
es decir, en este caso se graficd la frecuencia absoluta. Debido a la naturaleza cualitativa de la
variable, este grafico también puede elaborarse de manera vertical. Note que en particular como
esta variable tiene s6lo 4 categorias (o estilos musicales), un grafico circular o de torta, puede ser
mas (til para representar la informacioén, en cuyo caso se utilizaria la frecuencia relativa porcentual.

b) La Figura [9] representa el grafico de barras respectivo a la Tabla [7] donde la variable de interés
corresponde a la edad (en anos) de los estudiantes que cursaron la Ensenanza Media durante 2021,
en establecimientos pertenecientes al SLEP Andalién Sur, la cual es de tipo cuantitativa continua.
Los dos ejemplos anteriores muestran que el grafico de barras simples se puede elaborar, tanto
para variables cualitativas, como para variables cuantitativas, donde la tabla de frecuencias de estas
ultimas contempla solo clases individuales.

= Histograma: este grafico se construye igual que el grafico de barras, es decir, se utilizan rectangulos
de altura igual a las frecuencias que se quieren representar. Sin embargo, en esta representacion las
barras deben ir juntas, debido a que se construye a partir de tablas de frecuencias con datos agrupados,
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Distribucion del estilo musical favorito
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Figura 8: Grafico de barras estilo musical favorito de un grupo de estudiantes.
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Figura 9: Gréafico de barras de la distribucion de las edades de los estudiantes que cursaron Ensefianza Media durante el afio
2021 en establecimientos del SLEP Andalién Sur.

en cuyo caso se debe llenar toda la escala horizontal, dado a que esta representa la recta real. De
acuerdo a lo anterior, sélo es posible elaborar el histograma cuando se esté tratando con una variable
cuantitativa cuya tabla de frecuencias contemple la construccién de intervalos, es decir, datos agrupados.
Note que el eje X, tanto en el grafico de barras simples como en el histograma, puede empezar en un
valor a conveniencia, es decir, no necesariamente, la escala del grafico comienza en el origen del plano
cartesiano.

La Figura[10] corresponde a la representacion gréfica mediante histograma de la Tabla[8] note que en el
eje X se consideran los intervalos construidos, sin embargo, es comin encontrar histogramas donde las
etiquetas respectivas de las barras sean las marcas de clases, las cuales se obtienen como el promedio
de los respectivos limites.

= Boxplot: el boxplot, grafico de caja o grafico de bigotes, es una representacion grafica cuyo principal
objetivo es entregar informacion sobre la posible asimetria de los datos, ideas intuitivas sobre dispersion
de estos, y analizar la presencia de observaciones atipicas (outliers) o extremas. Este grafico sélo se
puede realizar para variables cuantitativas. Para lograr lo anterior se deben considerar varias pasos
preestablecidos:
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Figura 10: Histograma de la distribucién de las edades de los estudiantes que cursaron Ensefanza Basica y Media en esta-
blecimientos del SLEP Andalién Sur, durante el afio 2021.

« Identificar el valor minimo y valor maximo de los datos.

 Calcular los cuartiles, los cuales corresponden a un tipo de cuantil en particular, que dividen al
conjunto de datos en 4 partes de igual tamano (misma cantidad de datos), y ayudan a describir
la distribucion de los datos. Por lo cual, diremos que existen tres cuartiles a los que denotaremos
como @1, Q2 ¥ @3, respectivamente, el cuartil 2 en particular corresponde a la mediana. Para poder
calcularlos, los datos deben estar previamente ordenados en sentido creciente (de menor a mayor).

Para calcular los cuartiles lo usual es considerar la posicion de cada uno de ellos en el conjunto de
datos, las que se obtienen de acuerdo con:

Pos(Q1) = (n+1)%0,25, Pos(Q2) =(n+1)%0,50 y Pos(Qs3) = (n+1)x0,75,

donde recordemos n corresponde al total de datos que disponemos. Note que de estas expresio-
nes se pueden obtener resultados enteros o decimales, por lo cual se deben tomar decisiones al
respecto y establecer convenciones. La convencion mas comun es extender la usada para calcular
la mediana, la que indica que si la posicion respectiva es un nimero decimal, se debe tomar el
promedio entre las dos observaciones entre dicho niimero. Por ejemplo, si se dispone de n = 26, la
posicion relativa al primer cuartil seria: Pos(Q1) = 27 % 0,25 = 6, 75, es decir, el cuartil 1, seria el
promedio de los datos ubicados en la posicién 6 y 7, respectivamente. Con ello note que los cuar-
tiles no necesariamente son un valor observado de los datos. Si bien existen varias convenciones
para calcularlos, lo importante es su intepretacion, la cual corresponde a afirmar por ejemplo: Sea
Q1 = a el cuartil a intepretar, entonces, diremos que “al menos el 25 % de los datos en cuestién (de
las observaciones) son menores o iguales a a, mientras que al menos el 75 % de ellas es mayor o
igual a a”. Del mismo modo se interpretan los restantes dos cuartiles.

« Dibujar la caja, la cual corresponde a un rectangulo de largo la medida del rango intercuartilico,
IR = Q3 — Q. Esta cantidad corresponde a una medida de dispersidn de los datos, que concentra
el 50 % de las observaciones, es menos sensible que el rango, R, a la presencia de datos atipicos.

 Ubicar la mediana (o ()2) en la caja. Ubicar la media o promedio. Si bien estos conceptos son
tratados como sinénimos, debemos destacar que la media corresponde a un parametro (se mide
en la poblacién), mientras que el promedio es un estimador de la media (se mide en una muestra).
Para calcularla existen dos formulas:

26



n

>

=1

o Datos individuales:z = , donde x; representa cada una de las observaciones.

k
Zﬂfifi
o Datos agrupados en clases individuales o en intervalos: © = ———, donde k representa el

numero de clases o intervalos construidos. Cuando los datos haﬁ sido agrupados en clases
individuales x; representa los valores de la variable en andlisis, y si los datos estan dispuestos
en intervalos de clase, x; corresponde a la marca de clase. En ambos casos, f; es la frecuencia
absoluta de la clase en cuestién. Note que en particular para datos agrupados en intervalos, la
formula sefnalada entrega una aproximacion del promedio, debido a que en ella actda la marca
de clase, la recomendacién entonces es que si se dispone de los datos que originaron la tabla
de frecuencia en cuestion, sean estos los utilizados para obtener el promedio.

El promedio sélo se puede obtener para variables cuantitativas, independiente de si esta es discreta
o continua. Es importante sefalar que a pesar que los atributos de una variable cualitativa sean
expresados de manera nimerica no es posible calcular el promedio, debido a que la variable sigue
siendo de naturaleza cualitativa. Por ejemplo, se le pide a un grupo de personas que indique su
estado civil, escribiendo 1 si es soltero, 2 si es casado, 3 si es separado, etc., note que si bien
la persona indicara con un ndmero su estado civil, la variable en cuestion seguira siendo de tipo
cualitativa nominal, y por ende el calculo del promedio carece de sentido.

Antes de seguir es importante indicar que el promedio es un valor Unico que numéricamente esta
entre el valor minimo y maximo de los datos, pero no necesariamente es un dato observado. Inclu-
so del célculo respectivo se puede obtener que el promedio contiene cifras decimales, a pesar por
ejemplo que la variable sea de tipo cuantitativa discreta, no obstante lo importante es su interpre-
tacion. Es decir, se deben tener en consideracion que: a) intuitivamente el promedio hace alusion
al concepto de reparto equitativo, precisamente esta idea permite establecer su forma de calculo,
b) el promedio es el Gnico valor que cumple con la condicién de que la suma de las diferencias del
promedio a cada dato menor a él, es igual a la suma respectiva de las diferencias del promedio a
cada datos mayor a él, ¢c) y como consecuencia de lo anterior, es el (inico valor que cumple con que
la suma de los valores absolutos de las desviaciones es cero, es decir:

n
> |z -z =0.
=1

Note que de b) se puede deducir la idea intuitiva de equilibrio que posee la media, pues |z; —
Z|, cuando z; < T, es igual a dicha expresion evaluado en los valores de la variable mayores al
promedio (z; > Z), analicemos esto graficamente.

Como podemos ver en la Figura [T1]la suma de las desviaciones de los datos menores a la media
(lineas rojas), y la suma de las desviaciones correspondientes de las observaciones mayores (las
lineas azules), en valor absoluto son iguales. Claramente esta figura fue elaborada de manera tal
que cada dato tenia frecuencia 1 sélo con el propésito de representar la idea de manera facil, sin
embargo, esto no tiene porque ser asi. Analicemos el siguiente ejemplo:

Los datos de la Tabla [9] representan el puntaje en escala 0 a 100, en una determinada prueba
obtenidas por un grupo de 126 estudiantes.

Puntaje 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100
Numero de estudiantes | 1 3 7 8 |12 | 50|31 | 8 5 1

Tabla 9: Distribucién del puntaje

Luego, se calcula el puntaje promedio obtenido por los estudiantes utilizando la expresion para
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Figura 11: Idea intuitiva de equilibrio de la media.

k

datos agrupados en clases individuales, dadas por: * = infi/n, realizando las sustituciones
=1

respectivas resulta T = 60 puntos. Entonces, note que las desviaciones de cada valor de la variable

al promedio estara dada por: (z; — Z) X f;, entonces

Puntaje 10 20 30 40 50 |60 | 70 | 80 | 90 | 100
Numero de estudiantes 1 3 7 8 12 | 50 | 31 8 5 1
(x; — @) X f; -50 | -120 | -210 | -160 | -120 | O | 310 | 160 | 150 | 40

Tabla 10: Distribucion del puntaje y sus desviaciones respecto al puntaje promedio.

Es claro de la Tabla 10| que la suma de las desviaciones de los valores de la variable menores al
promedio en valor absoluto (| —50—120—210—160—120| = 660), es igual a la suma correspondiente
de las desviaciones de los valores mayores (|310+ 160+ 150 +40| = 660). Note que por simplicidad
se propuso un ejemplo donde el promedio fuera un nimero entero, sin embargo, esta propiedad se
cumple cualquiera sea el valor del promedio.

En cuanto a la mediana (Me), recordemos que esta es equivalente al cuartil 2, )2, y por ende
representa el valor que divide al conjunto de datos en dos partes iguales, es un valor Unico, y no
necesariamente es un valor observado. Este valor es menos sensible que la media o promedio ante
la presencia de datos atipicos y/o asimetria de los datos, por eso es importante establecer una
relacion entre ellas:

o Silos datos son aproximadamente simétricos, entonces la media y la mediana son valores muy
cercanos.

o Silos datos presentan asimetria a la derecha, es decir, la masa de la distribucion se encuentra
mas concentrada a la izquieda y se observa una cola hacia la derecha, entonces, se dice que
los datos tienen asimetria positiva, y por ende Me < z.

o Si los datos presentan asimetria a la izquierda, se espera un comportamiento de la masa de
distribucion inverso a lo expresado en el punto anterior, entonces, diremos que los datos tienen
asimetria negativa, y por ende Me > Z.

La Figura ilustra estas ideas. Note que las lineas negras corresponden a una curva a mano
alzada, la cual es usual que reciba el nombre de poligono de frecuencia, tema que trataremos con
mas detencidén en el capitulo siguiente.

Representar los bigotes, los cuales corresponden a lineas que se dibujan a partir de la caja, tanto
a la izquierda como hacia la derecha, sin embargo es necesario hacer algunas precisiones. En la
literatura es frecuente encontrar definiciones como los bigotes o antenas son “lineas que conectan
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a) b) c)

Me=X Me<Xx Me>X

Figura 12: a) simetria, b) asimetria positiva y c) asimetria negativa.

los valores minimo y maximo al rectangulo central’(Catalan et al., 2017, p. 318). Esta definicion,
aunque intuitiva, puede inducir a errores de interpretacion, ya que la distribucion de los datos puede
presentar colas largas debido a uno o mas valores extremos. Si se dibujan los bigotes directamente
hasta los valores minimo y maximo, se corre el riesgo de ocultar informacion relevante sobre estos
valores atipicos. Por tal razon, antes de dibujar los bigotes proponemos el uso de las barreras inter-
nas (BI) y externas (BE), las cuales permiten analizar la presencia de valores atipicos o extremos.
La forma de calculo para obtener estas barreras es:

Bl =Q1—1,bRI, Bl =Q3+1,bRI,

BE) = Q, — 3RI, BE> = Qs+ 3RI.

Esta forma de calcular las barreras, tanto internas como externas proviene de los trabajos de ?,
quien construyd una regla para identificar valores atipicos en datos con distribuciones simétricas y
unimodales (con forma de campana).

Para entender de manera intuitiva las formulas de las barreras consideremos la Figura [13] donde
X ~ N(u,o?), apartir de ella podemos establecer las siguientes relaciones con los cuartiles 1y 3,
respectivamente.

PX<@) = 0,25 Definicion de Q1
P <Z < Ql_”) = 0,25 Estandarizando la variable X
g
- 1
= @i = —0,675 Valor del percentil correspondiente M
g
con Z ~ N(0,1)
= @1 = p—0,6750 Despejando adecuadamente
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Distribucién Normal

Figura 13: Posicion de los cuartiles de una distribucién normal.

Analogamente para ()3 se obtiene:

P(X<Q3) = 0,75 Definiciéon de Q3
P (Z < Qg_“) = 0,75 Estandarizando la variable X
g
= @1 _ 675 Percentil de Z ~ N(0,1)
(o
= Qs = p+0,6750

A partir de estas expresiones se obtiene que el rango intercuartilico esta dado por:
RI=Q3— Q1 =1,350. (2)

Note que RI mide la dispersion central de los datos. Tukey et al. (1977) eligié6 de manera empirica
multiplicar el rango intercuartilico por 1, 5, de tal manera que la mayoria delos datos, bajo distribucién
normal, queden dentro de los bigotes y solo unos pocos sean identificados como atipicos (outiliers).
Luego, sustituyendo el resultado final de la ecuacién y en la expresion relativa a la BI; se
obtiene:

Bl = Q1—1,5X1,350'
= wu—0,6750—1,5x%x 1,350
= u—2,750.

Calculando la probabilidad respectiva se tiene:

P(X <BI) = P(X<pu-2750)

_ P<Z§u—2,75a—,u>
g

= P(Z<-27)

— 0,0035

Con lo cual se puede afirmar que el 0,7 % de los datos son datos atipicos (0,35 % de cada lado
por simetria de la distribucién normal). Analogamente se obtiene Bls. Tukey et al. (1977) repiti6 el
andlisis empirico anterior para determinar las barreras externas, para ello establecié multiplicar por 3
a RI, con ello los datos fuera de estos limites representan aproximadamente el 0, 0002 % (0, 0001 %
para cada lado).

Luego, de acuerdo con las barreras, el bigote correspondiente al lado izquierdo sera el dato obser-
vado mayor o igual a BI;, andlogamente, el bigote del lado derecho sera el valor observado menor
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o igual a Bl>. Es necesario indicar que la igualdad entre el dato minimo y el bigote inferior, y/o el
dato maximo con el bigote superior, ocurrird cuando no existan datos atipicos.

Es importante senalar que las barreras externas entregan informaciéon respecto a si un dato en
particular es considerado atipico o extremo, es decir, si una vez dibujados los bigotes hay observa-
ciones que quedan fuera de ellos diremos que: a) si el dato en cuestion esta ubicado entre el bigote
y la barrera externa, entonces esta observacion es atipica, b) si el dato esta fuera de las barreras
externas, entonces el dato es clasificado como extremo. Ante cualquiera de estos casos es reco-
mendable verificar si la observacion es real o se trata de un error, por ejemplo de tipeo o medicién.
En caso que se pueda comprobar algun error, esta observacion puede ser extraida del conjunto de
datos y se debe repetir el analisis.

La Figura[14] resume los pasos necesarios para construir el boxplot o grafico de cajas, de acuerdo a lo
expuesto previamente.

BE, Bl, media Bl, BE,

min Q1 Q2 Qs max

Figura 14: Resumen de los pasos para construir un boxplot.

Destaquemos algunos detalles importantes presentes en el grafico:

» Los puntos azules corresponden a las observaciones cercanas a las barreras, fueron dibujadas a
proposito para ilustrar el proceso de dibujar los bigotes, y de manera que no coincidan con los
valores ubicados en la horizontal. Entonces observe que las lineas rojas verticales son los valores
de las barreras internas. En particular, al lado izquierdo se observa que hay datos a cada lado de
B1I,, pero recordemos que las barreras son imaginarias y no necesariamente corresponden a un
dato observado, por ende el bigote se dibuja hasta el valor inmediatamente mayor a a dicha barrera.
Analogamente, se observa que al lado derecho ningun valor es mayor a Bls, por lo cual el bigote
derecho se dibuj6 hasta el valor maximo.

+ Para diferenciar entre valores atipicos y extremos se obtienen las barreras externas, en la figura
representadas con lineas verticales de color azul. En el lado izquierdo del grafico se observa que
todas las observaciones (puntos negros) estan contenidos entre las barreras, por ende este conjunto
de datos no posee datos extremos, sélo atipicos. En particular la barrera externa del lado derecho
solo se dibujo por ejercicio, pues como no quedaron valores fuera de la barrera interna derecha no
era necesario ubicar a BEs.

+ Al analizar las posiciones relativas, podemos ver que la primera porcién de la caja (entre el cuartil 1
y 2) es mas grande que la segunda (entre el cuartil 2 y 3), que la media no coincide con la mediana
(x < Me), y que el bigote izquierdo es levemente mas largo que el bigote derecho, diferencia que
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se veria incrementada si dibujaramos los bigotes hasta el minimo. Todas estas caracteristicas nos
dan indicios de que la distribucion de los datos presenta asimetria negativa.

Consideremos el histograma de esta situacion, y nuevamente el boxplot, pero esta vez con la escala de
valores de la variable respectiva.

Distribucién de la variable Boxplot
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Figura 15: Histograma y Boxplot de una variable cualquiera.

En el histograma mostrado en la parte izquierda de la Figura se observa una asimetria negativa,
ya que la cola izquierda es mas larga que la derecha. Ademas, la mayor parte de la distribucién de
la variable se concentra en los valores mas altos. Estas observaciones coinciden con las conclusiones
obtenidas previamente a partir del grafico de caja (boxplot), que también permitié identificar la presencia
de datos atipicos, los cuales se evidencian en el histograma como aquellas clases con menor frecuencia
absoluta (f; = 1).

3.2.2. Didactico

Representaciones.

En el aprendizaje y ensefianza de la estadistica y las probabilidades se usan representaciones de objetos con-
ceptuales y/o procedimentales. Mas aun, las conexiones entre ellas entregan oportunidades a los estudiantes
para generar nuevos conocimientos o enriquecer los ya establecidos en su dominio cognitivo. Ciertamente la
exposicion de los estudiantes a graficos y tablas, asi como también a diversos conceptos estadisticos concep-
tuales o procedimental provoca en ellos un proceso de interpretacién y decodificacion, lo que comprende el
uso de un lenguaje de representaciones estadisticas. La literatura reporta que cuando los estudiantes apren-
den a representar, analizar y hacer conexiones entre ideas matematicas de multiples formas, demuestran
un entendimiento mas profundo, asi como el progreso de sus habilidades para resolver problemas Fuson
et al. (2005). Esto, debido a que en vista de la naturaleza abstracta de las matematicas y la estadistica, las
personas tienen acceso a las ideas matematicas y estadisticas s6lo mediante representaciones.

Lesh et al. (1987) plantean 5 tipos de representacién que se conectan para establecer conceptos matematicos,
y en este caso estadisticos (ver Figura[T6).

A continuacién, se presenta una pequena descripcion de cada tipo de representacion:
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Figura 16: Tipos de representaciones

m Contextual: Las representaciones contextuales se refieren a “guiones” que los estudiantes han experi-
mentado, en los cuales el conocimiento se organiza alrededor de eventos del mundo real. Estos contexto
sirven para interpretar y resolver problemas.

m Concreta: Las representaciones concretas se refieren a modelos manipulables como bloques multibase,
barras fraccionarias entre otros recursos, los cuales tienen por si solos algun tipo de significado en el
conocimiento matematico.

m Visual: Las representaciones visuales se refieren a los diagramas o modelos figurativos de las repre-
sentaciones concretas, los cuales pueden ser internalizadas como imagenes de los conocimientos ma-
tematicos.

m Verbales: Las representaciones verbales se refieren a la comunicacién entorno a la actividad usando la
lengua materna de los estudiantes de manera no simbdlica o usando un lenguaje matematico.

= Simbolicas: Las representaciones simbolicas se refieren al uso de lenguaje matematico especifico.

Dada la clasificacion, los estudiantes pueden tener acciones y propdsitos diferentes para cada uno de ellos. En
cuanto a las acciones, estas pueden ser: a)usar, b) crear o bien, ¢c) modificar. Luego, con la accion establecida,
se pueden tener los siguientes propdsitos: explicar, argumentar, conectar, interpretar, construir o describir
ideas o conceptos estadisticos.

Conexiones entre multiples representaciones externas (MER por sus siglas en inglés)

Tal como se ha mencionado, la comprensién de los estudiantes se profundiza mediante el analisis de las
similitudes existentes en aquellas representaciones que revelan estructuras matematicas subyacentes o ca-
racteristicas esenciales de las ideas matematicas que persisten, independientemente de la forma. Por tal
motivo Ainsworth (1999) plantea tres tipos de conexiones (ver Figura 17):
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Figura 17. Taxonomia funcional de las representaciones multiples

= Complementario: Una razén para explotar los MER en entornos de aprendizaje es aprovechar las repre-
sentaciones que tienen roles complementarios, donde las diferencias entre las representaciones pueden
estar en la informacion que cada una aporta o en los procesos que cada una respalda. Al combinar re-
presentaciones que se complementan entre si de esta manera, se prevé que los alumnos se beneficien
de la suma de sus ventajas.

Constraida: Un segundo uso de las representaciones multiples es ayudar a los alumnos a desarrollar
una mejor comprension de un dominio mediante el uso de una representacion para restringir su inter-
pretacion de una segunda representacion. Esto se puede lograr de dos maneras: empleando una repre-
sentacion familiar para respaldar la interpretacion de una menos familiar o mas abstracta, o explotando
las propiedades inherentes de una representacién para restringir la interpretacién de una segunda.

Profunda: Se ha afirmado que la exposicion a multiples representaciones conduce a una comprensién
mas profunda. Por ejemplo, Kaput (1989) propone que “el enlace cognitivo de las representaciones crea
un todo que es mas que la suma de sus partes. Nos permite “ver ideas complejas de una manera
nueva y aplicarlas de manera mas efectiva”. Asi, en este documeno, se considerara la “comprensiéon
mas profunda“ en términos del uso de MER para promover la abstraccién, fomentar la generalizacién y
ensenar la relacion entre las representaciones.

3.3. Orientaciones desde la implementacion

A continuacion se presenta una serie de recomendaciones para la implementacion del problema, las cuales han
surgido desde la experiencia de la aplicacién de este en el aula.

1. Activacion de conocimientos previos. Antes de presentar el problema, se recomienda comenzar una conver-
sacion guiada, que considere preguntas y/o actividades tales como:

a) ¢Recuerdan los elementos que permiten describir un conjunto de datos? Esta pregunta hace alusién a

los elementos que caracterizan una distribucién, tales como: rango, media, mediana, cuartiles, dispersiéon
y posibles valores atipicos. Esto permitira que comprendan mejor qué aspectos del histograma deberan
vincular luego con el boxplot.

34



b) Explorar interpretaciones de histogramas conocidos, se recomienda presentar histogramas simples y
pedir a los estudiantes que describan verbalmente lo que observan:

= ;Dénde se concentran los datos?

= ;Hay simetria 0 asimetria?

m ;Observas datos atipicos? Si no ha introducido este concepto definalos como un valor que se
aleja del patrén general de un conjunto de datos. Es necesario indicar que el histograma no indica
directamente los outliers, pero si permite sospechar su existencia al observar por ejemplo: barras
aisladas del resto de la distribucion, distribuciéon con colas largas o asimétricas (si la cola derecha o
izquierda se extiende con pocas observaciones, frecuencias muy bajas en los extremos).

2. Fomentar la conexién entre representaciones. Antes de construir el boxplot, se recomienda que los estudian-
tes planteen conjeturas sobre su posible forma a partir de la observacion del histograma. Esto favorece el
desarrollo del pensamiento estadistico, al incentivar la anticipacion, la estimacion y la validacion con base en
evidencias graficas. Para ello se puede apoyar en los elementos estructurales del histograma que pueden ser
usados para construir el boxplot (mediana, cuartiles, presencia de posibles datos atipicos)

3. Incorporar la comparacion y la reflexion. Una vez elaborado el boxplot, se recomienda contrastar la repre-
sentacion obtenida con el histograma original, analizando semejanzas, diferencias y la informacién que cada
uno permite destacar. Este proceso debe conducir a reflexiones sobre la utilidad de cada tipo de grafico y las
decisiones que puede apoyar en contextos reales.

4. Poner atencion a posibles dificultades conceptuales. Es frecuente que los estudiantes interpreten el boxplot
como una representacion de frecuencias absolutas o que no logren vincular los cuartiles con las areas del
histograma, por lo cual se recomienda reforzar la definicion de estos.
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4. Problema3

4.1. Planificacion del Problema

a) Identificacion curricular y de contenido del problema

Objetivo de Aprendizaje del
Curriculo Escolar

Objetivo de Aprendizaje de
la Actividad

Contenidos Estadisticos y
de Probabilidad

OA1. Argumentar y comuni-
car decisiones a partir del
analisis critico de informa-
cion presente en histogra-
mas, poligonos de frecuen-
cia, frecuencia acumulada,
diagramas de cajon y nu-
be de puntos, incluyendo el
uso de herramientas digita-
les.

Establecer relaciones en-
tre diferentes graficos, ex-
trayendo e interpretando in-
formaciéon de uno para ser
representada en otro.

m Cuartiles
= Boxplot

m Poligono suavizado

b) Problema Suavizando hacia la caja.

El grafico de distribucion suavizado muestra el nimero de gigabytes que gasta un grupo de estudiantes en un
mes de celular.
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10 1
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Grafico de caja
1 1 T 1T T T 1 1
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| | | | | | | | |
| I I I I I I 1 I
0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40

Construye el posible grafico de caja asociado.
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¢) Una solucion del problema

Frecuencia

La Figura[17] muestra una solucion al problema
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Figura 17: Una posible solucion

La mediana debe ser menor que la moda (app. 31). La mediana debe estar ligeramente mas cerca al tercer
cuartil que del primer cuartil. A modo de explicacién, los estudiantes deben dividir el area bajo el grafico de
frecuencia en cuatro areas iguales, marcando los cuartiles inferior y superior y mediana.

Una simplificacion

Los graficos de distribucion suavizado muestran el nimero de gigabyte que gasta un grupo de estudiantes en
un mes de celular. ¢ Cual de los gréaficos corresponde al grafico de caja?
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e) Formas de consolidar el conocimiento o habilidades pretendidas (preguntas)

Para consolidar el conocimiento realice las siguientes preguntas cuando el grupo diga que tiene alguna res-
puesta a la situacion:

= ;Qué informacion extrajeron del poligono suavizado para determinar los cuartiles del diagrama de caja?
= ;Cémo determinaron esa informacion en el poligono suavizado?

= ; Existen valores atipicos o fuera de rango? ¢ Por qué?

= ;Son absolutos los valores de cuartiles determinados?

= ; Qué relacién existe entre el RIC y el poligono suavizado?
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f) Una extension

Relaciona cada distribucién suave con el grafico de caja correspondiente

Frequency Graph A
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g) Plenaria

Para la plenaria se deben seleccionar respuestas que faciliten la discusion entre los estudiantes respecto de:
a) eleccion de informacidn extraida del poligono suavizado para construir el diagrama de caja; b) extrategias
de extraccion de la informacion y construccién del poligono. Las respuestas que pueden ser elegidas deben
considerar las siguientes caracteristicas:

= Considerar el grafico suavizado como una distribucién de datos agrupados, por lo que se buscan repre-
sentantes del agrupamiento para establecer los cuartiles. Considerar el area bajo la curva para distri-
buirla en cuatro superficies equivalentes.
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4.2.

Establecer representantes de clases para cada intervalo como la marca de clase; comparar areas, usan-
do los cuadros que la grilla del grafico suavizado entrega.

Contenido para el profesor.

4.2.1. Disciplinar

El poligono de frecuencia es una representacion gréafica, la cual consiste en unir por medio de segmentos
lineales los puntos formados por los valores de la variable (cuando sélo se consideran clases individuales)

ola

marca de clases (cuando se considera la construccion de intervalos) y su respectiva frecuencia. De lo

anterior, es claro que un poligono de frecuencia s6lo se puede elaborar cuando la variable analizada es de

tipo

cuantitativa. La Figura[18] muestra un ejemplo en ambos casos:

La Figura[T8p) corresponde al poligono de frecuencias de los datos de la Tabla[7, donde recordemos que
la variable en cuestion es cuantitativa continua y que a partir de la informacién disponible se construyé
una tabla de frecuencias considerando clases individuales. El grafico en cuestion esta sobrepuesto sobre
el grafico de barras correspondiente a la situacion de interés, para ello se dibujaron puntos considerando
el punto central de cada barra y la respectiva frecuencia absoluta, y luego estos puntos fueron unidos
por segmentos de linea, adicionalmente y con el proposito de que efectivamente sea un poligono, por
ende cerrado, se anaden al grafico dos puntos, el primero de ellos antes del primer valor de la variable,
el cual claramente tendra frecuencia cero, pues no es un valor observado de la variable, y el segundo
después del Gltimo valor observado de la variable (también con frecuencia nula).

Mientras que la Figura [T8b) muestra el poligono de frecuencias sobre un histograma de una variable
hipotética, lo cual implica la construccién previa de intervalos. La Unica diferencia con el grafico a), es
que los puntos son construidos con la marca de clase de cada intervalo, sin embargo, no olvidemos que
estas también son el punto medio de cada barra. En este caso para cerrar el poligono, se anaden dos
intervalos de la misma amplitud que los previamente construidos, uno antes del primer intervalo, y otro
después del ultimo, ambos con frecuencia nula.

Es importante hacer notar que la un poligono de frecuencias puede ser construido con la frecuencia absoluta,
la frecuencia relativa o la frecuencia relativa porcentual.

a)

NUmero de estudiantes

Distribucion de edades de los estudiantes b) Distribucién de la variable
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Figura 18: Poligono de frecuencia datos agrupados en clases individuales a) y por intervalos b).
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Basicamente la utilidad de los poligonos de frecuencia es que permiten analizar de manera grafica la dis-
tribucién de los datos, concluir sobre la presencia de simetria o de asimetria en ellos, donde esta Ultima de
acuerdo con la Figura[T2 puede ser positiva o negativa. Para lograr este objetivo es usual suavizar el poligono
de frecuencias, lo cual simplemente consiste en trazar una curva a mano alzada por sobre el poligono cons-
truido. De acuerdo con esto, en la Figura[19|se muestran los poligonos de frecuencia suavizados en cada una
de las situaciones anteriores, las cuales estan dibujadas de color azul.

a) Distribucion de edades de los estudiantes b) Distribucién de la variable
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Figura 19: Poligono de frecuencia suavizados para datos agrupados en clases individuales a) y por intervalos b).

El poligono de frecuencias esta estrechamente relacionado con otras representaciones graficas de la variable
de interés, como los graficos de barras o los histogramas. De manera andloga, también se relaciona con
el boxplot, el cual no solo resulta Gtil para analizar la distribucion de los datos, sino que ademas permite
identificar la presencia de datos atipicos.

En los ejemplos anteriores se observa que, en el poligono de frecuencias a) no es posible determinar visual-
mente la asimetria de los datos; sin embargo, se identifican posibles valores atipicos en los niveles mas altos
de la variable (20, 21 y 22 afos), debido a su baja frecuencia. En contraste, en el poligono de frecuencias
b) se aprecia una asimetria negativa, junto con la presencia de posibles valores atipicos en los niveles mas
bajos de la variable.

Este analisis puede complementarse con el respectivo boxplot. La Figura muestra, para cada situacion
planteada, el gréafico de barra o histograma , el poligono de frecuencia suavizado y el boxplot correspondiente.
En el caso a), el boxplot permite concluir que existen valores atipicos en 14, 19, 20, 21 y 22 afos; que el 50 %
de los estudiantes tienen entre 15y 16 afos; que el tercer cuartil coincide con la mediana, y que el promedio
es menor que esta. En el caso b), el boxplot revela la existencia de valores atipicos en los niveles méas bajos
de la variable (menores a 50 aproximadamente), que el promedio es ligeramente inferior a la mediana, y que
la proporcién izquierda de la caja es levemente mayor que la derecha (la mediana se encuentra ligeramente
mas préxima al tercer cuartil). Estas caracteristicas, sumadas al hecho de que el poligono de frecuencias es
unimodal, permiten concluir que los datos presentan efectivamente una asimetria negativa, conclusién que no
es posible establecer en el ejemplo a).

4.2.2. Didactico

Transnumeracion

Los poligonos suavizados y los diagramas de cajas, asi como los graficos de barras y otros, son una transfor-
macién de datos sin procesar a una forma completamente diferente. La comprension de esta transformacién
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Figura 20: Poligono de frecuencia suavizados y boxplot para datos agrupados en clases individuales y por intervalos.

es un desafio, y la ensenanza de la estadistica debe encontrar formas de respaldarla. Tal transformacién cam-
bia la representacion de los datos, un proceso que Wild y Pfannkuch (1999a) han definido como transumera-
cion, y es uno de los marcos fundamentales para el razonamiento estadistico, para una mejor comprension
de la variacion, la distribucidon y muchos otros conceptos estadisticos importantes.

Una de las ideas fundamentales del aprendizaje de la estadistica es la de formar y cambiar representaciones
de datos de un sistema para llegar a una mejor comprension de este. Asi, se asigna la palabra transnume-
racion a esta idea. Lo definimos como "transformaciones numéricas hechas para facilitar la comprension”. La
transnumeracion ocurre cuando encontramos formas de obtener datos (a través de la medicidn o clasificacién)
gue capturan elementos significativos del sistema original. Impregna todo el andlisis de datos estadisticos y
ocurre cada vez que cambiamos nuestra forma de ver los datos con la esperanza de que esto nos transmita
un nuevo significado. Podemos mirar a través de muchas representaciones graficas para encontrar algunas
realmente informativas. Podemos volver a expresar los datos a través de transformaciones y reclasificaciones
en busca de nuevos conocimientos. Podriamos probar una variedad de modelos estadisticos. Y al final del
proceso, la transnumeracién ocurre una vez mas cuando descubrimos representaciones de datos que ayudan
a transmitir nuestra nueva comprension sobre el sistema real a los demas. La transnumeracion es un proceso
dinamico de cambio de representaciones para generar comprension.

Comparar distribuciones

La tarea de comparar en el aprendizaje de estadistica es tan basica como lectura de formas de representar y
organizar. Pfannkuch (2006) plantea una serie de focos al realizar comparaciones, a saber:

a) Generacién de hipotesis. Compara y razona sobre la tendencia del grupo.
b) Resumen. Compara puntos de resumen de nimeros equivalentes y no equivalentes.
c¢) Cambio: Compara un diagrama de caja con otro y se refiere al cambio.
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d) Senal: Compara la superposicién del 50 % central de los datos.

e) Propagacion. Compara y se refiere al tipo de dispersién/densidades a nivel local y global dentro y entre
diagramas de caja.

f) Muestreo. Considera el tamano de la muestra, la comparacién si se tomara otra muestra, la poblacién
sobre la cual hacer una inferencia.

g) Explicativo. Comprende el contexto de los datos, considera si los hallazgos tienen sentido, considera
explicaciones alternativas para los hallazgos.

h) Caso individual. Considera posibles valores atipicos, compara casos individuales.
i) Evaluativo. Evidencia descrita, evaluada en su solidez, sopesada.

j) Referente. Etiqueta de grupo, medida de datos, medida estadistica, atribucion de datos, distribucién de
graficos de datos, conocimiento contextual y estadistico

En esta linea, Makar y Confrey (2004) plantean niveles de comparacion, los cuales se describen a continua-
cion.

a) Enun nivel Pre-descriptivo, no se hace ningin reconocimiento de relaciones entre conjuntos de datos,
excepto en base a puntos de datos individuales o evidencia anecdoética. Si se hacen conjeturas a este
nivel, son inconmensurables.

b) Los estudiantes que usan un nivel Descriptivo se enfocan en estadisticas de resumen y hacen compa-
raciones absolutas entre conjuntos de datos sin tener en cuenta la variabilidad. Las conjeturas asumen
que los datos estan infinitamente disponibles para responder cualquier pregunta.

c) La primera vista holistica de los datos ocurre en el nivel de distribucion emergente, donde se utilizan
descriptores cualitativos informales de los datos, junto con estadisticas de resumen basicos, para des-
cribir dos conjuntos de datos. Los estudiantes comienzan a comprender la dificultad de crear conjeturas
medibles, pero no pueden resolver con éxito el conflicto y muestran frustracion al intentar escribir una
conjetura adecuada. La variabilidad, aunque reconocida, no se entiende mas alla de un nivel descriptivo.

d) Los estudiantes con una Vision Transicional de los datos comienzan a comprender la influencia de la
variabilidad al comparar dos grupos. Se muestra mas flexibilidad (por ejemplo, representaciones graficas
multiples, medidas alternativas de centro o dispersion) al comparar conjuntos de datos en este nivel.
Las conjeturas, aunque cuestionablemente medibles, han progresado para mostrar una comprensién
elemental de la dificultad de crear una conjetura que no comprometa demasiado la pregunta en cuestion,
pero que permita la posible recopilacién de datos. El concepto de tendencia estadistica pasa a formar
parte de la discusion y conclusion sobre los datos.

e) Finalmente, en el nivel de Estadistica Emergente, los estudiantes ganan confianza en el uso de es-
tadisticas descriptivas estandar para comparar conjuntos de datos, teniendo en cuenta las diferencias
entre las medidas del centro a la luz de la variabilidad en los datos y los tamanos de muestra de los con-
juntos de datos. Las conjeturas demuestran cierta capacidad para formular preguntas que equilibren las
restricciones de datos con el problema en cuestion. El contexto y las descripciones cuantificadas estan
bien integrados en las conclusiones y las inferencias pueden intentar basarse en modelos estadisticos,
si corresponde.

4.3. Orientaciones desde la implementacion

A continuacién se presenta una serie de recomendaciones para la implementacion del problema, las cuales
han surgido desde la experiencia de la aplicacion de este en el aula.

1) Activacién de conocimientos previos. Antes de presentar el problema, se recomienda iniciar una conver-
sacién guiada que permita movilizar ideas sobre lo que conocen los estudiantes respecto a las repre-
sentaciones de distribuciones de datos y sus elementos caracteristicos. Algunos ejemplos de preguntas
orientadoras son:
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a) ¢Qué informacioén nos entrega un poligono de frecuencias sobre un conjunto de datos? Esta pregun-
ta tiene como principal foco que el estudiante conecte la representacion solicitada con los elementos
que requiere para su elaboracion. Ademas para que identifique caracteristicas de la representacion,
tales como, la ubicacion aproximada de las medidas de posicién, el maximo de la curva (asociada
al valor modal), etc.

b) ¢Cbémo podriamos describir la forma de una distribucién a partir del grafico? (por ejemplo, si es
simétrica, sesgada o presenta concentraciones de datos).

c) ¢Qué relacion existe entre el poligono de frecuencias y otras representaciones como el histograma
o el boxplot? Esta pregunta ayudara a situar a los estudiantes en el contexto del problema y a
reconocer los elementos clave que luego deberan vincular (mediana, cuartiles, dispersién y posibles
valores atipicos).

2) Fomentar la interpretacion y el andlisis visual. Se recomienda que los estudiantes observen cuidadosa-
mente el poligono suavizado y describan lo que perciben:
a) ¢Doénde se concentran los datos?
b) ¢Qué tan extendida esta la distribucién? Esta pregunta con el propdsito que el estudiante concluya
sobre la posible asimetria de la distribucion.

c) ¢Existen valores que parecen alejados del resto? Este proceso de descripcion permite desarrollar
la capacidad de interpretar graficamente patrones de dispersion y tendencia, lo que sera esencial
para anticipar la forma del boxplot.

3) Promover la conexidon entre representaciones. Antes de construir el boxplot, es conveniente que los
estudiantes elaboren conjeturas sobre su posible forma a partir del poligono suavizado. Por ejemplo,
estimar visualmente donde podria ubicarse la mediana o los cuartiles, o si se espera presencia de
valores atipicos. Esta anticipacion favorece la comprensién de cémo distintas representaciones (poligono
y boxplot) expresan la misma informacion de manera complementaria.

4) Comparar y reflexionar sobre las representaciones. Una vez construido el boxplot, se recomienda anali-
zarlo en conjunto con el poligono suavizado, contrastando la informacién que cada uno resalta:
a) ¢Qué aspectos del conjunto de datos se aprecian mejor en el boxplot que en el poligono?
b) ¢Qué informacién se pierde o se mantiene al pasar de una representacién a otra?
Estas comparaciones permiten fortalecer la comprension del proposito y la utilidad de cada tipo de
grafico en el analisis de datos.
5) Atender a posibles dificultades conceptuales. Es comun que los estudiantes:
= [nterpreten el boxplot como una representacion de frecuencias en lugar de una de posicion y dis-
persion.
= No logren vincular visualmente los cuartiles con las zonas del poligono suavizado.
= Supongan que los valores atipicos siempre deben aparecer en el poligono, sin comprender su de-
teccién formal.

Por ello, se recomienda reforzar las definiciones de mediana, cuartiles y rango intercuartilico, y discutir
ejemplos donde los outliers sean o no visibles en la representacién suavizada.
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5.

5.1.

Problema 4

Planificacion del Problema

a) Identificacion curricular y de contenido del problema

Objetivo de Aprendizaje del
Curriculo Escolar

Objetivo de Aprendizaje de
la Actividad

Contenidos Estadisticos y
de Probabilidad

viacién estandar, varianza,

estadistico de resumen.

OA 2. Resolver problemas | Analizar la relacion entre la | = Media
que involucren los concep- | distribucién de un conjunto | = Variabilidad
tos de media muestral, des- | de datos y la media como = Dispersién

coeficiente de variacion y
correlacion muestral entre
dos variables, tanto de for-
ma manuscrita como ha-
ciendo uso de herramientas
tecnoldgicas digitales.

b) Problema

Los 3 hombres de un curso tienen una edad promedio de 22 anos y el curso entero, de 36 estudiantes,
tienen una edad promedio de 24 anos. Representa los puntos de las personas que faltan en el grafico
de distribucion.

I

Sexo

Edad

¢) Una solucion del problema
Dibujar las edades en un grafico de puntos requiere una estrategia que impligue comprender la media,
tanto a nivel conceptual como procedimental. Para demostrar esta comprension, se puede comenzar
analizando las edades de los hombres como una forma de reducir el problema a un caso mas pequeno.
Dado que son solo tres hombres con una edad promedio de 22 afos, esta informacion se incorpora
directamente en el procedimiento de calculo de la media.

(E1 + E9 +23)
3

=22
Si despejamos la suma de las edades

Ei+ FEy =43

Por lo que se deben buscar combinaciones aditivas que tengan como suma 43 afnos. Restringido a la
escala de 19 a 34 afios de edad. Las posibles edades para los tres hombres son: E1 = 19y Fy, = 24;
Ey =20y Ey = 23; Fh = 21y Ey = 22, sin considerar el orden. Este mismo procedimiento se puede
aplicar para obtener las edades de las mujeres del curso.
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Sexo

d) Una simplificacion
Los 3 hombres de un curso tienen una edad promedio de 22 afios y el curso entero, de 36 estudiantes,
tienen una edad promedio de 24 anos. Representa solo los puntos de los hombres que faltan.
e) Formas de consolidar el conocimiento o habilidades pretendidas (preguntas)
Para consolidar el conocimiento realice las siguientes preguntas cuando el grupo diga que tiene alguna
respuesta a la situacion:
= ;Cudles son todas las edades de los hombres?
= ; Por qué son solo esas edades?
m ;Pueden dar un ejemplo para las edades de las mujeres?
= ; Cual seria una estrategia para identificar las edades de las mujeres?
= ;Cdémo se puede extender esta estrategia para conocer todas las edades de las mujeres?

f) Una extension
La Edad Media

La edad promedio de un curso es igual a 24 afos. Si se compone de hombres y mujeres. Completa los
puntos que faltan en la distribucién y determina las edades promedio de cada sexo.

M

Sexo

Edad

g) Plenaria
Para la plenaria se deben seleccionar respuestas que facilite la discusiéon entre los estudiantes en torno
a: a) el conocimiento de las propiedades de la media al establecer estretegias de calculo; b) la compren-
sién conceptual de la media, como reparto equitativo de la media; ¢) el reconocimiento del error de la
media total como la media de las medias marginales de subconjuntos de la poblacién total de datos. Las
respuestas que pueden ser elegidas deben considerar las siguientes caracteristicas:

= Representar una aproximacion al modelo de equilibrio entre las distancias individuales de las edades
a la edad dada.

= Reconocer que existe un sumando que se distribuye entre las diferentes edades de los hombres o
bien entre las mujeres.

» Establecer que la media del curso es la media de las medias de los hombres y las mujeres.
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5.2. Contenido para el profesor.
5.2.1. Disciplinar

Medidas de tendencia central (MTC).

En capitulos anteriores discutimos cémo la informacién puede organizarse y representarse mediante ta-
blas de frecuencias y graficos, siempre considerando la naturaleza de la variable. La utilidad principal de
estas herramientas es resumir los datos de manera que sea posible extraer conclusiones sobre la forma
de la distribucién, identificar concentraciones o dispersién, y detectar la presencia de valores atipicos,
entre otros aspectos. Sin embargo, las conclusiones obtenidas Unicamente a partir de los graficos pue-
den tener un grado de subjetividad. Por ejemplo, la apariencia de un histograma depende de la cantidad
y amplitud de los intervalos definidos en su construccién. Analicemos el siguiente ejemplo:
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Figura 21: Histogramas con distinto niumero de intervalos.

En la Figura [21] se muestran distintos histogramas construidos a partir del mismo conjunto de datos
(estatura de un grupo de niflos en cm). En el primero, elaborado con 4 intervalos, podria concluirse que
la mayoria de los nifios mide entre 100,5 y 101,0 cm; no obstante, a partir de ese grafico no es posible
determinar la asimetria de la distribucién ni identificar valores atipicos. En el segundo histograma, con 9
intervalos, se obtiene una vision mas precisa: puede afirmarse que la clase mas frecuente corresponde
al rango 100,8-101,0 cm, que la distribucidén presenta asimetria positiva y que probablemente existen
valores atipicos. Finalmente, estas conclusiones se hacen ain més evidentes en el tercer grafico, el cual
fue construido con 17 intervalos.

Debido a la subjetividad anterior, es necesario disponer de herramientas que nos permitan cuantificar,
de manera tal que sea posible tomar decisiones con respecto a la forma de la distribucién, este rol lo
cumplen las medidas de tendencia central o simplemente MTC. Note que en las figuras anteriores se
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dibujaron con color rojo la media de los datos y en color azul la mediana, las cuales como podemos
ver no coinciden, y tal como se indico en capitulos previos, cuando Z > Me, implica que la distribucién
de los datos es asimétrica, en particular positiva. Ahora note que si bien estas cantidades parecen
numéricamente cercanas (100,9836 cm. versus 100,9656 cm.) debemos considerar que el dato minimo
es 100,3 cm. y el maximo 102,0 cm., lo que hace que el Rango de datos (diferencia entre la observacion
maxima y minima) sea pequeno.

Recordemos que la forma de calcular el promedio (media aritmética) depende de como estén orga-
nizados los datos, sin embargo, es recomendable utilizar los datos sin agrupar para realizar el calculo
respectivo, debido principalmente a que en el caso de datos agrupados por intervalos se requiere la mar-
ca de clase, la cual cambiara de acuerdo a la amplitud del intervalo, que a su vez depende del nimero
de intervalos construidos.

Propiedades de la media. Previamente ya sefialamos algunas, ahora las formalizaremos matematica-
mente:

a) A la diferencia de cada dato al promedio, x; — T se le denomina desviacién del i—ésimo dato con
respecto al promedio. Y se cumple que:

n

> (@i —7) =0,
=1
es decir, la suma de las desviaciones es cero.

b) El promedio de la suma (o diferencia) entre una constante c y la variable X es igual a la suma (o
diferencia) de la constante y el promedio de la variable, es decir:

rtc=7T*xc,

es decir, si a cada valor de la variable se le suma o resta una constante (la misma para todos), el
nuevo promedio es igual al promedio anterior mas (o menos) dicha constante.

c) El promedio del producto de una constante ¢ por una variable X es igual al producto de esta cons-
tante por el promedio de la variable, es decir:

cT = Cx,

en otras palabras, si a cada valor de la variable lo multiplicamos por una constante, entonces el
nuevo promedio simplemente se obtiene multiplicando el promedio anterior por esta constante.

d) Si X e Y representan dos variables con el mismo nimero de datos, entonces el promedio de la
suma de estas variables es igual a la suma de los promedios respectivos, es decir:

T+y=T+Yy

donde, la cantidad x + y representa el promedio global de las dos variables en conjunto. Es impor-
tante sefalar que para que esta propiedad se cumpla, las variables deben representar lo mismo
(expresadas en la misma unidad de medida) y la misma cantidad de datos.

Medidas de variablidad

Debido a que existen conjuntos de datos que tienen la misma media aritmética (promedio) es necesario
disponer de herramientas que permitan cuantificar la variabilidad de los datos, con el propoésito de seguir
describiendo y analizando la distribucion de estos. Existen varias opciones, sin embargo la mas popular
es la desviacion estandar, la cual se obtiene a partir de la raiz cuadrada de la varianza, donde el valor
de esta Ultima se obtiene a partir de la siguiente expresién:

n
z:(:vZ —7)? Z z? — nz?
_ 1=1

n—1 - n—1




Numero de estudiantes

Nimero de estudiantes

Note que la varianza se define como el promedio cuadratico de las desviaciones de los datos con res-
pecto al promedio, por ende las unidades de medida de las variables quedan expresadas al cuadrado,
razon por la cual, la medida que variabilidad que se interpreta es la desviacién estandar. Luego, la des-
viacién estandar representa cuanto se desvian en promedio las observaciones del promedio. Es claro
que a mayor varianza mayor desviacion estandar, y como consecuencia mayor dispersion de los datos.
Analicemos la varianza en las siguientes situaciones, ver Figura en ella se presentan 4 conjuntos
de datos, todos con igual promedio (z = 18 anos), marcada con una linea vertical de color rojo. Note
que los dos graficos superiores tienes n = 260 y n = 130 datos, respectivamente, donde las frecuencias
absolutas del primero son el doble que las del segundo, ¢,cual conjunto cree que presenta mayor varianza
y por ende mayor dispersion?. Las dos figuras inferiores tienen el mismo namero de datos, ¢cual diria
que tiene mayor dispersiéon?.
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Figura 22: Comparacion de varianza con distintos tamarnos muestrales.

Para responder a las preguntas anteriores sin requerir calculos, es necesario observar la forma de la
distribucion en cada caso, pues si analizamos la formula de calculo se puede concluir que esta basi-
camente considera el aporte invididual de cada observacién, medida como la desviacién individual al
cuadrado. De acuerdo con lo anterior, podemos observar que el aporte a la expresion de la varianza, en
las figuras superiores es aproximadamente igual (caso muestral), debido a que simplemente la primera
tiene frecuencias el doble que la segunda. Entonces considerando que la varianza para datos agrupados
en intervalos individuales esta dada por:

n

> (i —7)7 x fi

1
=1

n—1

Se puede establecer una relacion entre la varianza del primer conjunto (1) con respecto al segundo (2):
n
> (i —18) x f;

2 =1 2
= 2 ~
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donde f; es este caso representan las frecuencias absolutas del grupo 2. La aproximacién senalada se
debe a que la mitad de 259 no es precisamente 130 - 1, numéricamente esto se puede observar en la
Tabla[T1] Luego, se puede concluir que si dos conjunto de datos tienen la misma distribucién, indepen-
diente de la cantidad de datos (n), entonces también tiene la misma varianza y/o desviacion estandar,
por ende, misma dispersion. Por otro lado, si comparamos las figuras inferiores, se puede concluir que
a pesar de tener el mismo nimero de observaciones la segunda de ellas tiene mas contribuciones al
numerador de la varianza que la primera, esto es debido a que las observaciones extremas tienen mayor
frecuencia absoluta. Note que las cuatro figuras se distribuyen de manera simétrica en torno a la media
(18 anos), sin embargo, solo las superiores tienen forma de campana, propiedad muy importante para
la estadistica que discutiremos mas adelante.

La Tabla[11] muestra las varianzas y desviaciones estandar para los conjuntos de datos Edad en anos,
representados en la Figura anterior.

Conjunto 1 2 3 4
Varianza (s?) 3,86 | 3,88 | 4,05 | 14,17
Desviacién Estandar (s) | 1,96 | 1,97 | 2,01 | 3,77

Tabla 11: Varianza y desviacion estandar para los conjuntos de datos Edad en anos.

Algunas caracteristicas y propiedades importantes de la desviacion estandar son:

a) s > 0, la desviacion estandar esta acotada inferiormente por el 0, sin embargo, no tiene cota su-
perior. En el caso particular cuando s = 0, implica que todas las observaciones son iguales al
promedio.

b) La desviacion estandar de la suma (o diferencia) entre una constante c y la variable X es igual a la
desviacion estandar de la variable, es decir:

SX+e = SX,

es decir, si a cada valor de la variable se le suma o resta una constante (la misma para todos), la
desviacién estandar no se ve afectada por dicha constante.

c) La desviacion estandar del producto de una constante ¢ por una variable X es igual al producto de
esta constante por la desviacién estandar de la variable, es decir:

Sexx = € X 8x,

es decir, si a cada valor de la variable lo multiplicamos por una constante, entonces la nueva desvia-
cidén estandar simplemente se obtiene multiplicando la desviacion estandar anterior por esta cons-
tante.

d) También es importante sefalar, que la desviacion estandar es sensible a la presencia de datos
atipicos, esto proviene del hecho que su célculo se realiza en base al promedio, la cual ya hemos
discutido es altamente sensible ante la existencia de dichos datos.

5.2.2. Didactico

Variabilidad

El pensamiento estadistico requiere abordar la omnipresencia de la variabilidad en los datos, tanto dentro
de un grupo como entre grupos o de una muestra a otra en una misma estadistica. La comprension de
esta variabilidad constituye el nicleo del razonamiento estadistico, como plantean Wild y Pfannkuch
(1999b), ya que permite interpretar los fendmenos en términos de cambio, incertidumbre y diferencia.

Diversos autores han enfatizado la importancia de que los estudiantes aprendan a reconocer la variabi-
lidad como una caracteristica esencial de los datos y no como un obstaculo o “ruido” (Konold y Pollatsek
(2002); Ben-Zvi (2004)). Desde una perspectiva didactica, analizar las fuentes y tipos de variabilidad
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Figura 23: Variabilidad de los datos.

promueve el desarrollo de un pensamiento comparativo mas sofisticado, que articula las nociones de
centro, dispersién y forma de las distribuciones (Reading y Reid (2006)).

A partir de la observacion de la variabilidad, y dada la necesidad de comparar distribuciones, emergen
las medidas de dispersion tanto para datos cuantitativos como cualitativos. En los datos cuantitativos, la
variabilidad se evidencia en las desviaciones de los valores respecto de la media, permitiendo introducir
los conceptos de desviacién estandar y varianza, tal como sostienen delMas et al. (2007). La Figura[24]
ilustra distintas representaciones graficas de la variabilidad en un histograma y en un grafico temporal
de barras, que facilitan la comprension de como la dispersidén puede representarse visualmente.

Histogram of Exam Scores Value Bar Chart of Monthly Rainfall for Beijing
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A | Source of data: WorldClimate (2003)

Figura 24: Comprension de la variabilidad en graficos cuantitativos.

En el primer ejemplo, la variabilidad puede estimarse mediante las distancias individuales de los datos
respecto de la media, lo que conduce a las nociones de desviacion y varianza. En el segundo, al analizar
la distribuciéon de la frecuencia de lluvias a lo largo de los 12 meses, se puede aplicar el modelo de
igualdad de distancias para obtener una media de 2.067, evidenciando la dispersiéon temporal de los
valores.

Por su parte, en los gréaficos correspondientes a variables cualitativas, como el caso de los tipos de
sangre en poblaciones japonesas y laponesas (Figura [25), la variabilidad se interpreta en términos del
grado de diferencia o diversidad entre categorias (Kader y Perry (2007); Perry y Kader (2005)). En este
ejemplo, el gréafico de los japoneses muestra una mayor variabilidad, ya que la distribucion de frecuencias
es mas heterogénea. En los datos categoricos, por tanto, la variabilidad se entiende como el grado en
que las frecuencias de las categorias difieren entre si.
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Figura 25: Comprension de la variabilidad en graficos cualitativos.

De acuerdo con Ben-Zvi y Arcavi (2001), la articulacién de multiples representaciones —gréficas, tabu-
lares y simbolicas— permite a los estudiantes construir una vision global de los datos y desarrollar cone-
xiones conceptuales entre las distintas formas de representar la variabilidad. En este sentido, el enfoque
didactico debe promover experiencias que permitan contrastar explicitamente la variabilidad cuantitativa,
entendida en términos de cudnto los valores se desvian de la media, y la variabilidad categérica, com-
prendida en términos de con qué frecuencia los valores difieren entre si (American Statistical Association
y National Council of Teachers of Mathematics (2020)).

5.3. Orientaciones desde la implementacion

A continuacién se presenta una serie de recomendaciones para la implementacion del problema, las
cuales han surgido desde la experiencia de la aplicacién de este en el aula.

1)

Activacion de conocimientos previos Antes de presentar el problema, se recomienda generar una
instancia de conversacion o actividades breves que permitan movilizar conocimientos sobre la me-
dia, la variabilidad y la dispersion. Algunas preguntas orientadoras son:

a) ¢Qué informacién entrega la media sobre un conjunto de datos?

b) ¢Es posible que dos conjuntos tengan la misma media, pero distribuciones distintas?
c) ¢Qué entendemos por variabilidad o dispersion?

d) ¢Qué gréaficos nos ayudan a reconocer si los datos estdn mas o menos dispersos?

Esta etapa tiene como principal objetivo que los estudiantes reconozcan las relaciones entre las
medidas de tendencia central y la forma de la distribucion, y comprendan que la media no describe
por si sola la totalidad del comportamiento de los datos.

Promover la reflexion sobre el significado de la media. Se sugiere proponer situaciones simples,
numeéricas o visuales, que permitan discutir la media como punto de equilibrio. Por ejemplo, repre-
sentar valores en una recta numeérica o comparar dos pequeinos conjuntos de datos con igual media.
A partir de ello, se pueden guiar la reflexion a través de preguntas como:

a) ¢Qué implica que la media esté “al centro” de la distribucion?
b) ¢Qué sucede con la media si algunos datos se alejan mucho del resto?
c) ¢Cémo influye la dispersién en la representatividad de la media?

Estas preguntas ayudan a que los estudiantes construyan una imagen mental de la media como
una medida que depende del conjunto completo y no de valores aislados.

Fomentar la conexién entre representaciones. Antes de resolver el problema, es Util que los estu-
diantes relacionen representaciones graficas y numeéricas. Se pueden explorar distribuciones mos-
tradas en graficos de puntos o histogramas y estimar intuitivamente su media y su dispersion. Algu-
nas preguntas orientadoras son:

a) ¢Donde ubicarias la media en este grafico?
b) ¢Qué tan “extendidos” o “concentrados” estan los datos?

53



c) ¢Podria haber otra distribucién con la misma media pero diferente forma? Esta pregunta hace
alusién a que varios conjuntos de datos pueden tener la misma media, sin embargo, algunos
pueden presentar mayor o0 menor dispersion que otros.

Este trabajo promueve la transicidn entre lo visual y lo numérico, un paso clave para comprender la
relacion entre la media y la variabilidad.
Propiciar la comparacion y la argumentacion. Una vez que los estudiantes han discutido distintas
distribuciones o ejemplos, se recomienda guiarlos hacia la comparacién entre conjuntos con igual
media y diferente dispersion. Se puede pedir que expliquen, con sus propias palabras o mediante
graficos, ¢qué distribucion consideran “mas representativa” del promedio? y ¢ por qué?
Este tipo de intercambio fortalece la comprension de la media como una medida sensible a los
valores extremos y como un resumen que requiere interpretarse junto con la variabilidad.
Anticipar posibles dificultades conceptuales Es frecuente que los estudiantes:

= Piensen que la media siempre corresponde a un valor existente en el conjunto.

= No comprendan que la media se modifica con cada cambio en los datos.

= Asocien la dispersidén Gnicamente con la amplitud (rango) sin considerar como se distribuyen los

valores.

Por ello, se recomienda ofrecer experiencias de exploracién con datos manipulables (por ejemplo,
mover puntos en una recta) que permitan visualizar los efectos de los cambios sobre la media y la
dispersion.
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6. Problema5

6.1.

a) Identificacion curricular y de contenido del problema

Planificacion del Problema

Objetivo de Aprendizaje del
Curriculo Escolar

Objetivo de Aprendizaje de
la Actividad

Contenidos Estadisticos vy
de Probabilidad

OA 3. Argumentar inferen-
cias acerca de parametros
(media y varianza) o ca-
racteristicas de una pobla-
cion, a partir de datos de
una muestra aleatoria, ba-
jo el supuesto de norma-
lidad y aplicando procedi-
mientos con base en inter-
valos de confianza o prue-
bas de hipotesis.

Establecer inferencias for-
males e informales a partir
del analisis exploratorio de
datos muestrales, indentifi-
cando las limitaciones y al-
cances para caracterizar los
parametros.

Media

Variabilidad
Dispersion
Inferencia Formal e
Informal

b) Problema: La PAES

Las siguientes imagenes visualizan la distribucion de puntajes de dos cursos de estudiantes de
cuarto medio en la prueba PAES. Cada cajon muestra la media muestral de 15 estudiantes.
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1000

Mean of 15 cases of PAES = 723.067

¢ Cual es la media de los dos cursos de estudiantes?

Una solucidn del problema

Para obtener el pardmetro solicitado a partir de la informacién de los estadisticos muestrales, se
puede considerar que los colores entregan informacion respecto de los puntajes obtenidos, por lo
gue se deberia buscar una o un conjunto de muestras que fuera representativo de la distribucion de
colores de los dos cursos. Asi, se puede seleccionar la segunda o tercera muestra (de izquierda a
derecha) como cotas del pardmetro. Esto porque la primera tiene colores muy marcados lo que se
corresponde con la mayor frecuencia de puntajes altos; por otra parte la cuarta muestra considera
colores claros, lo que se corresponde con la mayor frecuencia de puntajes bajos.

Otra forma de abordar el problema es observar que las muestras recorren toda la distribucion de la
poblacién en estudio. Por lo que la combinacién lineal de las medias, como estadisticos, permitiria
obtener la media de la poblacién, es decir, de los dos cursos.

1000

" L
500
g
0 LU L

Mean of 15 cases of PAES = 716.267
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d) Una simplificacion
Las siguientes imagenes visualizan la distribucion de puntajes de dos cursos de estudiantes de
cuarto medio en la prueba PAES. Cada cajon muestra la media muestral de 20 estudiantes.
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ordered by PAES

Mean of 20 cases of PAES = 894.7 ordered by PAES
¢ Cual es la media de los dos cursos de estudiantes?

e) Formas de consolidar el conocimiento o habilidades pretendidas (preguntas)
Para consolidar el conocimiento realice las siguientes preguntas cuando el grupo diga que tiene
alguna respuesta a la situacion:

= ;En qué intervalo podria estar la media de ambos cursos?
= ;COmo aseguran que en ese intervalo esta la media de ambos cursos?
= ;Cuadl de los intervalos (estadistico) esta mas préximo a la distribucién de la poblacion?
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f) Una extension

Las siguientes imagenes visualizan la distribucion de puntajes de dos cursos de estudiantes de
cuarto medio en la prueba PAES. Cada cajon muestra la media muestral de un grupo de estudiantes.
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¢ Cual es la media de los dos cursos de estudiantes?

g) Plenaria Para la plenaria se deben seleccionar respuestas que facilite la discusion entre los es-
tudiantes en torno a: a) el conocimiento de las propiedades de la media al establecer estretegias
de calculo; b) la comprension de la variabilidad al interior de las muestras; c) la estimaciéon, como
inferencia formal o informal de intervalos para justificar la presencia o no del parametro poblacional.
Las respuestas que pueden ser elegidas deben considerar las siguientes caracteristicas:

= Mostrar un procedimiento algebraico para obtener la media de los cursos.

= Reconocer la distribucién de la poblacién para emparejarla con la de las muestras.
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» Determinar intervalos para la media poblacional

6.2. Contenido para el profesor.
6.2.1. Disciplinar

Existen muchas definiciones para estadistica, nosotros nos remitiremos a reconocerla como una
ciencia que se encarga de sistematizar, recoger, ordenar y presentar los datos, relacionados con
un determinado fenédmeno de interés, el cual presenta variabilidad e incertidumbre. Deduce reglas
y modela dichos fendmenos. La estadistica permite hacer conjeturas sobre los fenomenos, permite
concluir y tomar decisiones al respecto (generalizando sobre un conjunto mayor de datos). La Figura
esquematiza lo anterior, y muestra la relacién directa del ciclo de investigacion y por ende del
método cientifico con la definicion de estadistica.

Figura 26: Ciclo de investigacién

Analicemos cada etapa del ciclo de investigacion y algunos de los conceptos claves en cada una de
ellas:
= Planteamiento de la(s) hipotesis: Esta es la etapa de partida, en ella nos preguntamos ¢qué
queremos investigar? o ;qué queremos aprender de un determinado fenémeno?, sa qué o a
quiénes involucra la investigacién? Dichos planteamientos deben incluir una delimitacion de la
poblacidn de interés, la cual esta formada por todos los individuos o sujetos (personas, objetos,
animales, etc.) de las cuales se desea hacer un estudio y que poseen una caracteristica en
comun, es decir, es el conjunto de todos los elementos de interés para un determinado problema
(es hacia donde queremos inferir). Para formular estas hipotesis estadisticas se consideran
algunas funciones definidas sobre valores numéricos de caracteristicas medibles de la poblacion
objetivo, dichas funciones intentan resumir toda la informacion que hay en la poblacién en unos
pocos numeros y reciben el nombre de parametros. Ejemplo: la altura media en cm. de un
grupo de personas es un parametro, al cual denotaremos como: p. Otros parametros de interés
pueden ser la varianza, la desviacion estandar (o2 y o, respectivamente), etc.
= Diseno del experimento: En esta etapa se deben responder preguntas como: ¢, qué caracteristi-
cas de la poblacion nos interesan?, ;cdémo recogeremos la informacién requerida?, ;qué in-
dividuos perteneceran al estudio?, entre otras. La primera de estas preguntas hace alusion al
concepto de variable ya definido en capitulos previos, tener claro las variables de interés es fun-
damental para planear las etapas de la investigacion, esta ligada directamente con el fendmeno
que queremos analizar, estas deben estar definidas previo a la recogida de los datos (no po-
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demos improvisar). En esta etapa también debemos responder a una pregunta transcendental:

¢ se requiere una muestra o utilizaremos toda la poblacién? Para responder a esta pregunta se

deben tomar en cuenta aspectos tales como: tiempo, dinero, personal, distribuciéon geografica,
etc, considerando que incluir a todos los individuos de una poblacion de interés puede significar
altos costos no sélo monetarios. Pero ¢qué implica tomar una muestra de la poblacion?, lo pri-

mero es sefalar que una muestra es un subconjunto de individuos de la poblacién de interés, y

lo segundo es que esta debe ser representativa de dicha poblacién, esto implica que se debe

velar para que la muestra conserve todas las caracteristicas de la poblacién. Para conseguir
esto existen en estadistica los llamados muestreos probabilisticos:

« Muestreo aleatorio simple (m.a.s), es el tipo de muestreo mas popular, consiste en aleato-
rizar a todos los elementos de la poblacién de manera tal que todos tengan la misma posi-
bilidad de ser seleccionados en la muestra. Un ejemplo de m.a.s, es asignarle un nimero a
cada individuo de la poblacion (si es que se puede hacer una lista de todos ellos) y sortear
dichos numeros hasta obtener el tamano muestral deseado. El m.s.a tiene dos propiedades
que lo convierten en el procedimiento utilizado por excelencia: a) todos los elementos de la
poblacién tienen la misma oportunidad de ser escogidos (es insesgado), b) la eleccion de un
elemento de la poblacién no influye sobre la eleccion de otro (independencia).

» Muestreo sistematico, en cual a grandes rasgos consiste en escoger un elemento al azar
de la poblacién y a partir de él de manera espaciada seleccionar a los restantes, por ejemplo,
asignar numeros a los individuos, escoger al individuo en la posicién 23 y a partir de él selec-
cionar a todos los invididuos cada 6 saltos, por lo tanto, los siguientes sujetos que formaran
la muestra seran los que ocupan la posicion: 29, 35, 41, etc. En este tipo de muestro se debe
considerar que los individuos tienen un orden natural.

» Muestreo estratificado, para este tipo de muestreo se considera que la poblacion de interés
esta subvidivida en grupos que no se intersectan, de acuerdo a una determinada variable de
interés. Por ejemplo, se desea analizar si el tipo de dependencia del establecimiento de egre-
so de ensenanza media afecta en la proporcion de estudiantes que ingresan a la universidad.
Es claro que en este fendmeno los estratos a considerar son tres: Establecimientos Municipa-
les o dependientes del Servicio Local de Educacién (SLE), Establecimientos Subvencionados
y Establecimientos Particulares. Cada uno de ellos forma un estrato, en el sentido que se
asume que dentro de los estratos los individuos tienen caracteristicas semejantes, estadisti-
camente se dice, son internamente homogéneos, mientras que entre los estratos se dice que
son externamente heterogéneos. Una vez definidos los estratos se puede por ejemplo reali-
zar un m.a.s dentro de cada uno de ellos para escoger la muestra, en cuyo caso se habla de
muestreo estratificado aleatorio. Note que el parametro de interés de este fenédmeno son las
proporciones.

« Muestreo por conglomerados, en este tipo de muestreo también se subdivide la poblacién,
pero en este caso los grupos a los que llamaremos conglomerados son heterogéneos inter-
namente y homogéneos entre ellos. Por ejemplo, consideremos a todos los establecimientos
educacionales que imparten ensefanza media en la cuidad de Concepcion, suponga que es-
tamos interesados en probar si el promedio de notas es igual en todos los niveles (en este
caso el pardmetro de interés es la media u). Luego, los conglomerados seran los estableci-
mientos, pues en cada uno de ellos se imparte de Primero a Cuarto Medio, lo que permite
justificar la homogeneidad externa, la heterogeneidad dentro de cada conglomerado vendra
dado por el nivel. Luego, si sélo el interés del estudio se basa en establecer diferencias por
nivel escolar, bastara con aleatorizar los conglomerados para obtener la muestra. Sin embar-
go, si se desean establecer diferencias en los promedios por nivel considerando por ejemplo
el tipo de educaciéon que imparte (Cientifico Humanista diurno, Cientifico Humanista vesper-
tino, Técnico Profesional Comercial, Técnico Profesional Industrial, etc.) es posible que se
requiera primero estratificar a la poblacién. Es importante sefalar entonces que la comple-
jidad del muestreo depende exclusivamente del objetivo de investigacion planteado el cual
surge directamente de la formulacién de la o las hipétesis.
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Luego, en esta etapa del ciclo de investigacion es relevante, decidir ;como se tomaran los da-
tos?, lo que involucra establecer el tipo de muestreo a utilizar. Otro punto importante de senalar
en esta etapa, es que una vez que se decide obtener una muestra y no la poblacion completa
(CENSO), los calculos que se realicen para probar las hipétesis no seran los parametros como
tal, sino que una estimacion de ellos, los cuales se denominan estadisticos, y ellos estaran
en base a la muestra. Precisamente en este punto radica la importancia de que la muestra sea
representativa, debido a que si cumple con dicha condicién, entonces los estadisticos seran
una buena aproximacién o estimacién de los parametros, lo que permitira concluir en base a la
hipétesis y tomar decisiones. Un ejemplo de estadistico es el promedio 0 media muestral de-
notado por X, el cual es un estimador para la media poblacional (i), en cuyo caso escribimos
i = X. Por otro lado, si consideramos que o2 denota la varianza poblacional, un estimador
para dicho parametro es 52, con lo cual se establece que 6> = S?, al cual denominamos va-
rianza muestral. Cuando el muestreo no es probabilistico, por ejemplo, los datos se obtienen a
partir de muestras con respuesta voluntaria, muestra por conveniencia, se dice que se produce
un sesgo, lo cual provoca que se beneficien algunos resultados, en desmedro de otros, y por
ende las conclusiones emitidas pueden resultar muy erroneas. Note que los estimadores son
variables aleatorias, ya que corresponden a funciones definidas sobre los valores numéricos
que describen una caracteristica de la muestra. Por lo tanto, cambian cada vez que repetimos el
muestreo y, en consecuencia, reflejan la variabilidad muestral. En este contexto, es importante
distinguir:

» En estadistica descriptiva, simplemente calculamos los estadigrafos de la muestra, como
z, 2, s, los cuales son valores numéricos concretos.

» En inferencia estadistica, cuando hablamos de estimadores, nos referimos a las variables
aleatorias que generan dichos estadigrafos. Por convencidn, los estimadores se denotan con
letras mayusculas (por ejemplo, X, S2, S), para remarcar que representan una variable alea-
toria, no un valor fijo.

= Recogida y procesamiento de datos: Esta etapa implica el proceso de medir las variables

de interés en la muestra, guardarla apropiadamente para poder ser resumirla, presentarla y

procesarla, esto Gltimo implica la aplicacion de las herramientas estadisticas que permitan dar

respuesta a la pregunta de investigacion y probar las hipotesis planteadas.
= Inferencia: Esta es la etapa donde se interpretan los resultados obtenidos, donde a partir de

la informacion recopilada de la muestra se concluye o toman decisiones con respecto a la po-
blacién. Para llegar a esta etapa es crucial disponer de una muestra obtenida de manera pro-
babilistica, de lo contrario, aunque no inutil sélo sera un andlisis que no permitira inferir hacia
la poblacién. Por ejemplo, si estamos interesados en probar que los estudiantes de ensehanza
media diagnosticados con hiperactividad tienen peores promedio de notas en matematicas en la
region del BioBio, que quienes no han sido diagnésticados con hiperactividad; y por convenien-
cia solo considera a los estudiantes de primero medio pertenecientes a dos establecimientos
en especifico, es claro que no se puede inferir a la poblacion completa. Sin embargo, esto pue-
do ser considerado en estadistica un estudio piloto, informacién que puede servir para futuros
estudios al respecto. Es importante senalar que en esta etapa, independiente de si se se cum-
plié 0 no la hipétesis del investigador, sirve para plantear nuevas hipétesis y/o reformular las
anteriores, de esta manera se puede partir nuevamente con el ciclo de investigacion.

Tal como se dijo previamente para probar la o las hipétesis de interés se recurre a la seleccion

de una muestra representativa de la poblacién, de manera tal que se pueda obtener una “buena”

estimacion de los parametros. A continuacion analizaremos esta relacién entre la media poblacional

y la media muestral.

Como hemos discutido previamente, la media aritmética solo puede calcularse para variables cuan-

titativas, sean estas discretas o continuas. Se caracteriza por ser altamente sensible a la presencia

de valores atipicos y, ademas, siempre se encuentra acotada entre el valor minimo y el valor maximo

de la variable de interés. En otras palabras, la media pertenece al intervalo [min(X), méx(X)].

Analicemos la siguiente situacion, se desea determinar el promedio de notas en matematica de
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Nimero de estudiantes

Nimero de estudiantes

los estudiantes de ensefianza media de un establecimiento en particular, considerando un tamano
poblacional de 300 estudiantes, la Figura[27]muestra la distribucion de dichas observaciones donde

cada una de ellas en realidad corresponde al promedio de notas de cada estudiante.
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Figura 27: Distribucion de los promedios de notas de 300 estudiantes

Supongamos que el establecimientos por medidas de confidencialidad de la informacién indica que
no es posible disponer de la informacién de todos los estudiantes, sin embargo, entrega la informa-
cién respectiva de 30 de estos alumnos los cuales son escogidos de manera aleatoria. La Figura[28]

muestra la distribucién de los promedios de notas de cuatro muestras de tamano 30.
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Figura 28: Distribucion de los promedios de notas de dos grupos de 30 estudiantes

7.0

En cada figura, el promedio de los datos esta representado por una linea vertical de color rojo. En la
Figura[27] dicha linea corresponde al promedio de los promedios de nota de todos los estudiantes
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(N = 300). Como se calculé considerando a todos los elementos de la poblacion, este valor es un
parametro, al que llamaremos media del promedio de notas o media poblacional. En cambio, en la
Figura[28] cada linea roja representa el promedio obtenido a partir de una muestra aleatoria simple
de n = 30 estudiantes. En este caso, se trata de un estadistico, al que denominaremos media
muestral, ya que su valor depende de la muestra seleccionada. Asi, la media muestral varia de una
muestra a otra. En la figura se observan, por ejemplo, los siguientes valores de la media muestral:
5.6, 5.4, 5.5y 5.7. Estos valores nos permiten estimar la media poblacional. Aunque se aproximan a
ella, en general no coinciden exactamente. En este ejemplo, la media poblacional es © = 5,5. Esta
diferencia entre el parametro y el estadistico recibe el nombre de error de estimacion.

Dado que el valor del estadistico varia de muestra en muestra decimos que existe variabilidad
muestral, la cual es producto precisamente del proceso de muestreo. Si existe mucha variabilidad
muestral, esto implica que el valor del estadistico cambia mucho entre muestras, lo cual no es bueno
para el proceso de estimacién. Sin embargo, si la muestra es obtenida de manera probabilistica, la
repeticion de este procedimiento muchas veces considerando el mismo tamano muestral mostrara
un patrén.

La Figura [29] muestra la distribucion del estadistico media muestral, considerando 100 muestras
aleatorias de tamano 30, luego 1000 muestras de tamano 30, repitiendo para muestras de tamano
100. Logicamente este es sblo un ejercicios para ver como se comportan las medias muestrales,
dado que el tamano poblacional es 300, lo anterior no tendria sentido.
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Figura 29: Distribucion de los promedios muestrales para distintos tamafos muestrales.

A partir de estas figuras es posible concluir que, cuando el tamano muestral es 30, si bien la fre-
cuencia mas alta corresponde al verdadero valor del parametro en las dos figuras superiores; en la
primera de ellas en el 51 % de las muestras efectivamente la estimacién coincide con p, sin embargo
en la segunda figura pese a que se repitid mas veces el proceso de muestreo este porcentaje de-
crecié a 44.5 %. Repitiendo con un tamano muestral igual a 100 y 1000 (las dos figuras inferiores),
se observa que los porcentajes aumentan a 69 % y 73.4 %, respectivamente. Es claro que las dos
figuras superiores presentan mayor variabilidad muestral, sin embargo, debemos notar que en todos
los casos es posible ver que la media muestral varia entre muestras (de lo contrario solo veriamos
una Unica barra), y que la distribucién de dichas medias esta centrada en u, esto implica que no hay
sesgo y que es independiente del tamafio muestral.
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6.2.2. Didactico

Inferencia Estadistica

La inferencia constituye el nuacleo de la estadistica, al ofrecer un medio para realizar afirmacio-
nes fundamentadas bajo condiciones de incertidumbre cuando sélo se dispone de datos parciales.
Harradine et al. (2011) la describen como el proceso mediante el cual se evalia la fuerza de la
evidencia sobre si un conjunto de observaciones es consistente 0 no con un mecanismo hipotético
que podria haberlas generado. De modo complementario, Cobb y Moore (1997) la definen como
el conjunto de métodos que permiten sacar conclusiones de los datos acerca de la poblacion o el
proceso del que provienen. Ambas perspectivas reconocen que la inferencia puede establecerse
tanto de una muestra a una poblacién como de una muestra a un proceso que la genero, incluso
cuando la poblacién no existe de forma tangible.

Rossman (2008) advierte que las definiciones comunes de la palabra inferir incluyen no sélo la
conclusiéon obtenida, sino también las pruebas y el razonamiento que la sustentan. Sostiene que
la inferencia implica ir mas alla de los datos disponibles, ya sea para generalizar los resultados
observados a un grupo mayor o para establecer relaciones mas profundas entre variables, desta-
cando el papel del azar como elemento fundamental para el razonamiento estadistico. En la misma
linea, Makar y Rubin (2009) conceptualizan la inferencia estadistica como una generalizacion pro-
babilistica —no determinista— que utiliza los datos como evidencia, integrando explicitamente la
incertidumbre y la justificacion basada en evidencia.

El argumento filoséfico de Dewey sobre la funcién creativa de la inferencia y su vinculo con la va-
loracién de la evidencia encuentra un paralelo en los enfoques exploratorios y confirmatorios de la
inferencia estadistica. La incorporacion de formas exploratorias permite generar nuevos significados
y sostener un proceso de indagacion que equilibre la suspension del juicio con la busqueda activa
de pruebas. En este sentido, Wild y Pfannkuch (1999b) destacan el papel del escepticismo produc-
tivo en la indagacion estadistica como motor del conocimiento. Desde una mirada contemporanea,
Bakker y Derry (2011) proponen situar la inferencia en un marco filoséfico que reconozca la interac-
cidén entre razonamiento, explicacion y conocimiento contextual, argumentando que toda inferencia
significativa debe integrar tanto el conocimiento estadistico como el conocimiento situado.
Asimismo, Cobb (2007) diferencian dos grandes tipos de inferencia: la que se establece de la mues-
tra a la poblacién y aquella que busca establecer relaciones causales a partir de un experimento.
En la primera, se infiere sobre caracteristicas poblacionales a partir de una muestra aleatoria; en
la segunda, se infiere sobre causas o efectos mediante la asignacion aleatoria de tratamientos o
condiciones experimentales. En ambos casos, la inferencia estadistica se apoya en la comprensién
del azar, la variabilidad y la evidencia empirica.

Inferencia Estadistica Informal

El analisis exploratorio de datos (AED), introducido por Tukey et al. (1977) y profundizado por Tu-
key (1980), propuso un cambio de paradigma al privilegiar la exploracién y la visualizacién como
medios para descubrir patrones e hipétesis significativas. Tukey concibié el AED no como un con-
junto de técnicas, sino como una actitud flexible de indagacién y descubrimiento, que antecede y
complementa los procedimientos confirmatorios.

El auge de herramientas tecnolégicas en las Ultimas décadas ha potenciado este enfoque, per-
mitiendo desarrollar entornos de simulacion y visualizacion que fortalecen la comprension de la
inferencia como proceso iterativo de construccion de evidencias, lo que constituye una base para la
actual ciencia de los datos.

Zieffler et al. (2008) plantean la necesidad de articular el conocimiento informal de los estudian-
tes con la instruccién formal sobre inferencia estadistica. A partir de este planteamiento, distintos
marcos conceptuales han abordado el desarrollo de la inferencia estadistica informal (IEl), entre
ellos los de Ben-2vi (2006), Makar y Rubin (2009), Pfannkuch (2006), Rubin et al. (2006), Rossman
(2008) y Zieffler et al. (2008). Estos autores convergen en identificar cinco rasgos esenciales de la
IEl: (a) la afirmaciéon mas alla de los datos, (b) la expresién de la incertidumbre, (c) el uso de los
datos como evidencia, (d) la consideracién del agregado y (e) la integracion del contexto.
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Afirmacion mas alla de los datos. Constituye el rasgo central de la inferencia estadistica informal.
Implica extender el razonamiento mas alla de los datos disponibles para hacer afirmaciones sobre
poblaciones o procesos no observados (Rossman (2008); Zieffler et al. (2008); Pfannkuch (2006)).
Expresion de la incertidumbre. La IEIl incorpora el reconocimiento de la incertidumbre inherente
a toda inferencia. Estas expresiones pueden ser cualitativas o informales, y evolucionan hacia un
razonamiento probabilistico mas preciso a medida que los estudiantes desarrollan experiencia (Ben-
Zvi et al. (2012)).

Afirmacion mas alla de los datos
Extiende conclusiones a poblaciones o
procesos no observados.

Rossman (2008); Zieffler et al. (2008)

A

Integracion del contexto Expresion de la incertidumbre
Conocimiento situado para interpretar y Reconoce y comunica la incertidumbre
justificar las inferencias. Inferencia Estadistica Informal (de cualitativa a probabilistica).

Bakker & Derry (2011) (IE1) Ben-Zvi et al. (2012)

Rasgos esenciales para razonar mas
alla de los datos con evidencia e incerti-

dumbre
Uso de los datos como evidencia Consideracion de lo agrupado
Conecta de forma explicita los datos con Medidas agregadas (me-
las afirmaciones. dia/mediana/variabilidad); distinguir sefnal
Wild & Pfannkuch (1999); Makar & Rubin del ruido.
(2009) Rubin et al. (2006); Konold et al. (2015)

Figura 30: Cinco rasgos esenciales de la IEI: afirmacién mas alla de los datos, expresion de la incertidumbre, uso de los datos
como evidencia, consideracion de lo agrupado e integracién del contexto.

Uso de los datos como evidencia. Para Makar y Rubin (2009), la inferencia requiere justificar las
afirmaciones con base en evidencia empirica. Esta conexion entre datos y afirmaciones se constru-
ye gradualmente, y requiere explicitar como los datos sustentan las conclusiones (Wild y Pfannkuch
(1999Db); Fielding-Wells (2010); Hancock et al. (1992)).

Consideracion de lo agrupado. La inferencia se apoya en medidas agregadas como la media o la
mediana, que representan sefales estables dentro de la variabilidad (Rubin et al. (2006); Aridor y
Ben-Zvi (in press); Konold et al. (2015)). Esta distincion entre sefal y ruido ayuda a los estudiantes
a comprender como las propiedades colectivas de los datos reflejan regularidades subyacentes.

En conjunto, estas perspectivas configuran una visién didactica de la inferencia estadistica como un
proceso de razonamiento que combina exploracion, incertidumbre y evidencia, permitiendo transitar
desde el pensamiento intuitivo hacia una comprension formal y contextualizada de los procesos
inferenciales.
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6.3. Orientaciones desde la implementacion

A continuacion se presenta una serie de recomendaciones para la implementacion del problema,
las cuales han surgido desde la experiencia de la aplicacion de este en el aula.

Lanzamiento: Presentar las imagenes al grupo y preguntar: “; Qué informacién entrega el color de
cada punto?” (tonos oscuros indican puntajes altos; claros, bajos). Luego: “Si cada cajon muestra la
media de una muestra, ¢ qué podriamos decir de la media de los dos cursos completos?”
Exploracion guiada: Los estudiantes trabajan en parejas o trios. Deben describir la mezcla de co-
lores dentro de cada muestra, identificar la o las muestras mas representativas de la distribucién
global y justificar su eleccion con base en la proporcidn visual de colores y cobertura espacial. Lue-
go, proponen un intervalo razonable para la media poblacional usando dos estrategias: (a) emplear
las medias muestrales seleccionadas como cotas inferior y superior; (b) combinar varias medias
muestrales como promedio ponderado para estabilizar la estimacion. Finalmente, escriben su esti-
macion y tres razones que la respaldan.

Orientacidon docente: Explicar que las tres imagenes representan distintas muestras del mismo
universo. Las diferencias en los promedios (aprox. 730, 754 y 766) muestran la variabilidad muestral.
Discutir que la representatividad depende de cuan bien la muestra refleja la mezcla de colores del
conjunto total.

Puesta en comun: Cada grupo presenta su razonamiento. El docente puede ubicar las medias
muestrales en una linea numérica y analizar su dispersién. Preguntas sugeridas: “; Qué tan consis-
tentes son las medias?” “; Como influye la mezcla de colores en la estimacion?” “; Por qué promediar
varias medias podria mejorar la precision?”

Formalizacion: Reforzar las ideas centrales:

= L a media poblacional puede estimarse a partir de medias muestrales.

La variabilidad entre muestras es esperable: distintas muestras producen distintos promedios.
Las muestras representativas reflejan la mezcla global de la poblacion.

Promediar varias medias muestrales reduce la influencia del azar.

Estrategias esperadas y dificultades: Se espera que los estudiantes seleccionen muestras visual-
mente representativas o combinen medias. Pueden confundirse si eligen muestras extremas (solo
colores muy oscuros o muy claros), lo que introduce sesgo. También pueden ignorar el tamano
muestral; el docente debe enfatizar que muestras mayores tienden a generar medias mas estables.
Preguntas para profundizar: “; Qué evidencia visual te hace pensar que esta muestra es repre-
sentativa?” “; Cambiarias tu estimacion si tuvieras mas muestras?” “; Cémo afectaria tu calculo si
promedias varias medias muestrales?” “; Qué ocurriria si un curso tuviera muchos puntajes extre-
mos?”

Como complemento de lo anterior se proponen los siguientes pasos:

1) Activacién de conocimientos previos. Antes de presentar el problema, inicie preguntando a los
estudiantes qué entienden por promedio o0 media, y si creen que siempre representa bien a un
conjunto de datos. Algunas preguntas orientadoras son:

a) ¢Qué representa la media en un conjunto de datos?
b) ¢Dos grupos pueden tener la misma media, pero comportarse de forma diferente?

2) Promover la reflexion. A partir de ejemplos sencillos, motive a los estudiantes a reconocer que
la media no describe por completo la distribucién y que la variabilidad o dispersion también
aportan informacién relevante sobre los datos. Para ello:

a) Proponga comparar dos conjuntos de datos con igual media pero distinta dispersién, para
gue observen que la media por si sola no describe bien la distribucion.

b) Introduzca la idea de variabilidad e invite a los estudiantes a pensar por qué, al tomar diferen-
tes muestras de una misma poblacion, las medias pueden variar.

c) Proponga comparar distintas representaciones graficas (por ejemplo, histogramas, boxplots)
para que observen como cambia la forma de una distribucion manteniendo igual media.
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3) Propiciar la argumentacion. Guie la discusion hacia la idea de que, en contextos reales, sole-
mos trabajar con muestras y que estas pueden ofrecer diferentes estimaciones de un mismo
parametro. Pregunte:

a) ¢Por qué creen que las medias de distintas muestras extraidas de un mismo conjunto de
datos no son exactamente iguales?

b) ¢Qué tan distintas pueden ser y aln representar a la poblacién?

Estas preguntas permitiran introducir la nocién de inferencia informal, vinculada con el razona-
miento intuitivo sobre la representatividad de una muestra.

4) Anticipar posibles dificultades. Es esperable que algunos estudiantes:
= Consideren la media como un valor absoluto que “describe a todos”, sin reconocer la variabi-
lidad entre muestras.
= Interpreten la dispersion como un “error” en lugar de una caracteristica natural de los datos.
= No distingan entre una inferencia informal (basada en apreciaciones visuales o comparacio-
nes directas) y una formal (basada en célculos o modelos).

Para abordar estas dificultades, se sugiere retomar representaciones visuales, promover la ar-
gumentacion entre pares y enfatizar la conexion entre variabilidad muestral e incertidumbre
inferencial.
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7. Problema 6

7.1.

Planificacion del Problema

a) ldentificacion curricular y de contenido del problema

Objetivo de Aprendizaje del
Curriculo Escolar

Objetivo de Aprendizaje de
la Actividad

Contenidos Estadisticos y
de Probabilidad

OA 3. Argumentar inferen-
cias acerca de parametros
(media y varianza) o ca-
racteristicas de una pobla-
cion, a partir de datos de
una muestra aleatoria, ba-
jo el supuesto de norma-
lidad y aplicando procedi-
mientos con base en inter-
valos de confianza o prue-
bas de hipdtesis.

Establecer inferencias for-
males e informales a par-
tir del analisis exploratorio
de datos muestrales, inden-
tificando las limitaciones y
alcances para caracterizar
los parametros de una po-
blacion que se distribuye de
forma Normal.

Media

Variabilidad

= Dispersién

Inferencia Formal e In-
formal

Distribucion Normal

b) Problema: El parametro
La siguiente figura representa 4 muestras aleatorias que pertenecen a una poblacién de punta-
jes PAES que tiene una desviacion de 150 puntos. ¢ Cual puede ser la media de la poblaciéon?

M3 M4

o °

& 8

8888 &
P

Muestra

M1

M2
°
&°
8B83° P &3
BB P BB P
&8°
o

300 to 399

100 to 199 200 to 299 400 to 499 500 to 599 600 to 699 700 to 799 800 to 899

Puntaje
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c)

e)

)

Una solucién del problema

Cada una de las cuatro muestras (M1, M2, M3 y M4) representa una seleccién aleatoria de pun-
tajes provenientes de una poblacion de resultados PAES con una desviacion estandar conocida
de 150 puntos. Al observar el grafico, se aprecia que las muestras se concentran principalmente
entre los 300 y 700 puntos, con las medias de las muestras ubicadas aproximadamente en el
centro de este rango.

= M1 muestra una dispersién amplia, con puntajes entre 200 y 700, lo que sugiere una media
cercana a 500 puntos.

= M2 estj algo mas concentrada entre 400 y 600, con una media también préxima a 500—-520
puntos.

= M3 se distribuye mayormente entre 300 y 600, con una media aproximada de 480—500 puntos.

= M4, aunque mas dispersa hacia los extremos, se centra también alrededor de 500 puntos.

Silas muestras son aleatorias e independientes, y se asume que provienen de una misma pobla-

cién con o = 150, entonces la mejor estimacion puntual de la media poblacional corresponde
al promedio de las medias muestrales:

ﬂ = Xpoblacién ~ 500

En términos de inferencia estadistica, las medias de las muestras tienden a agruparse alrededor
de la verdadera media poblacional, lo que refleja el comportamiento esperado segln el teorema
del limite central. Por tanto, una estimacion razonable para la media de la poblacién es de
aproximadamente 500 puntos.

Una simplificacion

Las siguientes 4 muestras pertenecen a una poblacion de puntajes PAES cuya distribucion es
simétrica. ¢ Cual puede ser la media de la poblacién de puntajes?

391 269 396 518 295 588 543 364 534 612
M1 344 241 596 271 500 538 585 528 390 648
659 468 486 487 716 669 625 457 556 560
761 632 208 710 492 579 593 485 489 653
M2 731 484 577 532 472 482 652 470 194 471
607 649 857 600 531 168 904 428 856 556
581 592 592 246 555 645 691 466 452 723
M3 622 636 500 323 302 411 620 206 217 402
250 434 569 257 542 782 499 458 571 458
124 265 488 531 542 623 471 682 362 319
M4 559 363 633 550 474 623 558 433 535 597
553 401 628 673 541 522 489 824 541 476

Formas de consolidar el conocimiento o habilidades pretendidas (preguntas)

Para consolidar el conocimiento realice las siguientes preguntas cuando el grupo diga que tiene
alguna respuesta a la situacién:

= ; Por qué estan seguros que esa es la media?

= ;Qué informacion reporta cada muestra para obtener la media poblacional?

= ;Qué caracteristicas proyectaron desde las muestras a la poblaciéon de puntajes?

m ;De qué forma utilizaron la informacién de la desviacién?

Una extension

La edad de los estudiantes de dos cursos se distribuye normal con media 15 anos. Si entre los
dos cursos suman 70 estudiantes, ¢cual es la edad de los estudiantes que no estan represen-
tados en el gréafico de puntos?
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Plenaria Para la plenaria se deben seleccionar respuestas que faciliten la discusion entre los
estudiantes en torno a: a) el conocimiento que aportan las muestras para caracterizar la po-
blacién o; b) comprender el efecto de la variabilidad de la poblacion de datos en las muestras,
cuando esta tiene una distribucién normal o simétrica ; ¢) las caracteristicas de una distribucién
normal. Las respuestas que pueden ser elegidas deben considerar las siguientes caracteristi-
cas:

= Mostrar un basado en el uso de variabilidad de la poblacién en la determinacién de la media
poblacional.

= Reconocer las caracteristicas de la poblacién en base a las caracteristicas de las muestras,
con foco en la simetria

7.2. Contenido para el profesor.
7.2.1. Disciplinar

Con el objetivo de describir la distribucion de un conjunto de datos, en secciones anteriores
hemos revisado diversas herramientas como las tablas de frecuencias, histogramas, graficos de
caja (boxplots), poligonos de frecuencia y medidas de tendencia central, dispersion y posicion.
Aunque todas estas son Utiles, presentan ciertas limitaciones. Por ejemplo, en las tablas de
frecuencia para datos agrupados se pierde informacion, ya que dependen de las decisiones
del analista —como la amplitud o el numero de intervalos—, y en consecuencia el histograma
asociado no siempre refleja con precision la forma de la distribucién. Del mismo modo, las
medidas de tendencia central, dispersion y posicidbn muestran Unicamente aspectos parciales
del comportamiento de los datos.

Por ello, es necesario contar con expresiones matematicas que permitan describir el patrén
general de los datos, siempre que estemos dispuestos a omitir observaciones inusuales o atipi-
cas. A estas expresiones se les denomina curvas de densidad, y constituyen una herramienta
fundamental para representar la distribucion de un conjunto de datos, en especial cuando el
tamano muestral es grande. No obstante, debe tenerse presente que se trata de modelos ma-
tematicos ideales: en la practica, es muy dificil —cuando no imposible— que un conjunto de
observaciones generado a partir de un proceso de muestreo se ajuste de manera perfecta a
una curva de densidad.

Una de las curvas de densidad més conocidas es la curva de Gauss o curva Normal. Sin embar-
go, esta no puede aplicarse a cualquier conjunto de datos, ya que posee caracteristicas especifi-
cas. Antes de profundizar en ellas, conviene destacar lo siguiente: la curva Normal se asocia a
histogramas con forma de campana, donde los valores centrales de la variable concentran las
frecuencias mas altas, mientras que, al alejarnos de esta zona, las frecuencias disminuyen de
manera simétrica. En otras palabras, las frecuencias muestran un comportamiento similar tanto
a la izquierda como a la derecha respecto de los valores centrales.

Histéricamente, esta curva fue introducida por Abraham de Moivre en 1733. Mas tarde, recibid
el nombre de campana de Gauss en honor a Carl Friedrich Gauss, quien en 1809 la utilizé para
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describir los errores de observacion cometidos por los astronomos en mediciones repetidas.
De forma paralela, Pierre-Simon Laplace la aplicé al analisis de errores en experimentos. A
pesar de estos importantes aportes, no fue sino hasta 1889 cuando Francis Galton la denominé
finalmente curva Normal.
Formalmente, diremos que una variable aleatoria X tiene distribucidon Normal con parametros p
y o2, lo que denotamos como X ~ N (u, 0?), si su funcién de densidad esta dada por:
T— 2
1 _ (=) (3)

= ——¢€ 202

Ix@) = s !

donde sus parametros corresponden a la esperanza y varianza de X, respectivamente, es decir:

Las Figuras [31]y 82 muestran el rol de cada uno de estos pardmetros, media y varianza, res-
pectivamente. En la primera de ellas podemos observar que cuando la varianza es la misma
(02 = 9), las curvas presentan la misma forma acampanada, simétrica en torno a su respectiva
media. También podemos ver que a medida que la media aumenta la curva respectiva se des-
plaza hacia la derecha, sin embargo, si pudiéramos sobreponerlas estas coincidirian, debido a
esto se dice que la media es un parametro de localizacion. Con respecto a la siguiente figura,
es posible observar que manteniendo fija la media (x = 17), la curva a medida que aumenta
la varianza se achata (sin perder su simetria en torno a la media), lo anterior se debe a que
el area bajo la curva sigue siendo 1, por ende, si la varianza es mayor, implica mayor variabili-
dad entre los datos, es decir, existen datos mas alejados de la media, los cuales la curva debe
capturar (los datos no estan tan concentrados). A la varianza por lo anterior, se le conoce como

parametro de escala.

Funcién de Densidad, varianza 9

7
| [ _ pe-17
// \ — u=0
- [ — p=17
[ \ pu=34
[
7 [
‘\
J
n /
| T - T T T
-20 0 20 40 60

Figura 31: Funcién de densidad de la distribucion Normal para distintos valores de .

La distribucion normal tiene caracteristicas importantes:

= El recorrido de la variable son todos los nimeros reales.

= Su funcién de densidad de X es simétrica en torno a la media. Por lo cual, su media, moda y
mediana coinciden. De ahi su forma de campana o céncava hacia abajo.

= Sus colas decaen rapidamente, por lo que no se esperan valores muy alejados de la media.

= Posee dos puntos de inflexién, (u & o, f(u + o)), recordemos que un punto de inflexién es
donde cambia la concavidad de una curva.
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Figura 32: Funcién de densidad de la distribucién Normal para distintos valores de o2.

La distribucién Normal es muy importante en estadistica, pues la mayoria de las técnicas es-
tadisticas se basan que las muestras obtenidas provienen de esta distribucién. Sin embargo,
debemos tener en cuenta que rara vez los datos son perfectamente normales, no debemos
idealizar a los histogramas, sino que debemos analizar si la curva Normal o densidad Normal
nos entrega una buena aproximacién al histograma de un determinado conjunto de datos y
no esperar que calce perfecto. Las siguientes figuras (ver Figura [33) muestran diversos histo-
gramas realizados a partir de datos simulados bajo la distribucion Normal y distintos tamanos
muestrales. En ellas se observa la media y la varianza de cada una y el tamafo muestral con la
que fueron generadas, la curva roja representa la densidad bajo una distribucion Normal con los
parametros senalados. En cada figura podemos notar que si bien la curva en cuestién no calza
perfecta sobre los respectivos histogramas, esta describe casi perfecto el comportamiento de
este, pues es capaz de captura practicamente toda la distribucién de los datos. Sin embargo, si
disminuimos la amplitud de los intervalos la aproximacion a la campana de Gauss sera mejor.
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Figura 33: Funcién de densidad de distribuciones Normales.

La Figura [34] muestra un efecto contrario al caso anterior, los datos fueron generados con dis-
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Densidad

tribuciones distintas a la Normal, y se les ajusté una densidad Normal (linea roja). Es claro que
intentar calzar a cada una de estas figuras la curva Normal no tiene sentido, pues los histogra-
mas involucrados no son simétricos en torno a los valores centrales, ni aproximadamente, como
en el caso anterior.

|
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Q _/ n=200 A
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Figura 34: Funcién de densidad de distribuciones no Normal.

Es necesario notar que lo anterior fue concluido de manera grafica y podriamos pensar que esto

puede ser muy subjetivo, razon por la cual en estadistica existen una serie de test que hacen

mas objetivo este andlisis, sin embargo, estos escapan del objetivo de este trabajo.

Dadas las caracteristicas de la distribucion Normal se cumple que:

= E168,26 % de los valores de una variable aleatoria Normal esta dentro de mas o menos una
desviacion estandar de su media.

= El1 95,45 % de los valores de una variable aleatoria Normal esta dentro de mas o menos dos
desviaciones estandar de su media.

m E199,73 % de los valores de una variable aleatoria Normal esta dentro de mas o menos tres
desviaciones estandar de su media.

Lo anterior graficamente se puede ver como:

Luego, cuando se tiene evidencia de que los datos siguen una distribucién Normal, basta con
dos valores, los paramteros p y o2, para determinar la distribucion de todos los datos.

El célculo de probabilidades es otra arista importante en Estadistica, luego, contar con la ex-
presion matematica que permita hacerlo es muy util. Es sabido que en el caso de variables
continuas las probabilidades se obtienen integrando con respecto a la variable de interés entre
los valores requeridos, sin embargo, en el caso Normal integrar la expresion (3) no es una ta-
rea facil, razén por la cual se estandarizan los datos, de manera tal que expresién anterior no

. . X —
dependa de los parametros. La manera de hacer esto es establecer la relacion Z = a

g
Razén por la cual se habla de la distribucién Normal estandarizada, cuya funciéon de densidad
esta dada por:

1 22
fZ(Z) = me_?’

y es denotada por: Z ~ N(0, 1), es decir, posee media 0 y varianza 1, para calcular probabilidad
bajo esta distribuciéon solo basta usar la tabla de valores establecida.
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Figura 35: Funcién de densidad de la distribucién Normal.

Ahora bien hemos hablado de la distribucién Normal, asociandola al concepto de densidad, el
cual en Estadistica hace alusion a variables de tipo continuo, pero ¢ sélo podemos usar la distri-
bucion normal en este tipo de variables?, la respuesta es NO. El Teorema del Limite Central, nos
permite aproximar la distribucién normal a una variable discreta, siempre que se cumplan deter-
minadas condiciones, por ejemplo en el caso de la distribucién binomial (X ~ Binomial(n, p)),
sin > 30, np > 5y ng > 5, es posible aproximar esta distribucion por medio de la distribu-
cién Normal. Es necesario destacar que las condiciones de aproximacién son requeridas para
que se cumplan las caracteristicas de la distribucion normal, en algunos textos se sugieren por
ejemplo tamafos muestrales mayores o que np > 9, etc.

7.2.2. Didactico

La distribucién normal ocupa un lugar central en la estadistica y en la ensefanza de la proba-
bilidad, no sélo por su presencia en fenédmenos naturales y sociales, sino por su papel teérico
como limite de las distribuciones muestrales de la media, tal como establece el Teorema del
Limite Central (TLC). Este teorema sostiene que, “aunque los valores individuales provengan
de una poblacién muy poco normal, las medias muestrales tienden a tener una distribucion nor-
mal” (Croucher, 2013| p. 467). Esta idea permite justificar el uso del modelo normal para realizar
inferencias a partir de muestras, constituyéndose en un puente entre la variabilidad empirica y
el razonamiento probabilistico formal.

En el caso chileno, el Ministerio de Educacion de Chile (Mineduc) (2015) incorpora esta nocién
en el curriculo escolar al proponer la esquematizacion del proceso de muestreo y de las dis-
tribuciones de probabilidad. Desde esta perspectiva, se espera que los estudiantes desarrollen
una comprension intuitiva y formal de las siguientes caracteristicas de la distribucion normal:

La curva de la distribucion de probabilidad normal tiene forma de campana.

Es simétrica respecto a la media poblacional (u).

Las colas de la curva son asintéticas al eje horizontal.

La distribucion se describe mediante dos parametros: la media (1) y la desviacion estandar

(o).
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= El area bajo la curva entre dos puntos x1 y x5 representa la probabilidad de que una variable
aleatoria X tome valores en ese intervalo.

= El area total bajo la curva es igual a uno. Por simetria, el area a cada lado de la media equivale
a 0,5 (50 %).

Una herramienta fundamental para favorecer la comprension de este modelo es la regla empiri-

ca o regla 68-95-99,7, la cual describe la proporcion de datos que se ubican dentrode 1,2y 3

desviaciones estandar de la media en una distribucién normal estandarizada (z). Segun McLeod

(2019), esta regla constituye una via accesible para que los estudiantes reconozcan la regulari-

dad en la dispersién de los datos y vinculen el area bajo la curva con la nocién de probabilidad.

= El 68 % de los datos cae dentro de una desviacion estandar de la media.
m El 95% se ubica dentro de dos desviaciones estandar.
m El 99,7 % se sitlia dentro de tres desviaciones estandar.

Factores que influyen en la comprension de la distribucidn normal. La literatura ha docu-

mentado las dificultades persistentes en la comprensidn del razonamiento estocastico y proba-
bilistico. Wilensky (1995) y Wilensky (1997) introducen el concepto de ansiedad epistemoldgica
para describir la sensaciéon de confusion e indecision que experimentan los estudiantes frente
a problemas de incertidumbre, especialmente cuando reconocen la existencia de multiples vias
posibles de resolucion pero carecen de recursos conceptuales para evaluarlas. Esta ansiedad
se asocia con actitudes de evitacion hacia la estadistica y la probabilidad, reforzando la necesi-
dad de enfoques didacticos que privilegien la exploracion, la simulacién y la interpretacién visual
de los fendomenos aleatorios (ver también Batanero et al. (2018)).

7.3. Orientaciones desde la implementacion

La siguiente propuesta de orientaciones didacticas surge de la experiencia en el aula y busca
guiar la implementacion del problema “Distribucion de puntajes PAES”, centrado en la estima-
cién de la media poblacional y la interpretacion de la variabilidad muestral.

Activar conocimientos previos. Iniciar la actividad mediante preguntas sobre la dispersion ob-
servada en los puntajes y sobre qué representa “una media poblacional”. Esto permite conectar
con la idea de tendencia central y variabilidad.

Explorar las muestras. Presentar las cuatro muestras aleatorias de puntajes PAES (M1-M4)
y solicitar a los estudiantes que estimen visualmente cual podria ser la media de la poblacion.
Promover la argumentacién basada en la posicion de las muestras respecto al eje de los punta-
jes.

Construir la inferencia. Guiar la reflexion hacia el hecho de que las medias muestrales varian,
pero tienden a agruparse en torno a un valor central, aproximando la media poblacional. Esta
observacién permite introducir la nocion de distribucion muestral de la media.

Simular el proceso. Utilizar herramientas digitales o planillas para simular multiples muestras
del mismo tamanio y graficar sus medias. Observar como la forma de la distribucion se aproxima
progresivamente a la normal, reforzando empiricamente el Teorema del Limite Central (Chance
et al.,2002).

Generalizar con la regla empirica. Analizar como los valores de las medias se concentran den-
tro de uno o dos desvios estandar de la media poblacional y conectar con la regla 68—95-99,7.
Reflexionar sobre la incertidumbre. Concluir destacando que toda inferencia a partir de una
muestra conlleva incertidumbre, y que comprender la forma de la distribucidon normal permite
cuantificar dicha incertidumbre de manera razonada.

Estas orientaciones integran la exploracion visual, el razonamiento inductivo y la interpretacion
de modelos probabilisticos, buscando desarrollar una comprensién conceptual mas profunda y
menos algoritmica de la distribucién normal.
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8. Problema?7

8.1.

Planificacion del Problema

a) ldentificacion curricular y de contenido del problema

Objetivo de Aprendizaje del
Curriculo Escolar

Objetivo de Aprendizaje de
la Actividad

Contenidos Estadisticos y
de Probabilidad

OA 4. Argumentar inferen-
cias acerca de parametros
(media y varianza) o ca-
racteristicas de una pobla-
cion, a partir de datos de
una muestra aleatoria, ba-
jo el supuesto de norma-
lidad y aplicando procedi-
mientos con base en inter-
valos de confianza o prue-

Reconocer las condiciones
para establecer inferencias
acerca de parametros bajo
el supuesto de normalidad,
usando intervalos de con-
fianza.

= Media
= Variabilidad

m Inferencia Formal e
Informal

m Distribucién Normal

m Intervalo de confian-
za

bas de hipétesis.

b)

Problema: La linea de Maradona

El Sernac esta inspeccionando las bolsas de azlcar producidas por la firma ACME-Maradona,
que supuestamente traen un kilo cada una. Se toma una muestra aleatoria simple de 850 bolsas
de una partida. El peso promedio resulta ser 996 g. ¢ Cual es el intervalo de confianza para el
peso promedio real de las bolsas?

Una solucidn del problema

Datos: Muestra aleatoria simple de n = 850 bolsas; media muestral z = 996 g. Se desea un IC
para la media poblacional i del peso de las bolsas.

(A) Desviacion estandar desconocida (caso habitual). Con n grande, el IC del 95 % para 1 es

PETE 2o —= = pE996+1,96——

vn V850’

donde s es la desviacion estandar muestral (estimada con los 850 pesos).

Interpretacion: una vez calculado s, se reemplaza en la expresion y se obtiene el IC.

Ejemplo numeérico (ilustrativo): si s = 24 g, entonces

24
ME=196  — ~161lg = € (996 — 1,61, 996 + 1,61) = (994,39, 997,61) g.
i g e ( ) =( )9
Sis=30g,
30
ME = 1,96 —— ~ 2,029 = € (993,98, 998,02) g.
W g w e ( ) g

(B) Desviacion estandar conocida (histérica del proceso). Si existe una desviacién poblacional
conocida o (p. ej., de control de proceso), use

g g
ETE 2 — = €996 £1,96 ——.
1% 0,975 \/ﬁ M \/@

Hecho util (¢entra 1000 g en el IC del 95 %7?): Para que 1000 g quede dentro del IC del 95 %, se
requiere que el margen de error sea al menos 4 g:

1965 >4 e 5> VU nosg
V850 1,96
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Es decir, salvo que la variabilidad sea muy grande (s = 60 g), el valor objetivo de 1000 g no
quedara cubierto por el IC del 95 % centrado en 996 g.

Conclusion: Con la media muestral de 996 g y n = 850, el IC del 95 % para la media poblacional
es

S
V850

(6 con o si es conocida). Con valores de dispersion tipicos de procesos de envasado (decenas
de gramos), el intervalo queda claramente por debajo de 1000 g, lo que sugiere subllenado
sistematico.

Una simplificacion

El Sernac esta inspeccionando las bolsas de azucar producidas por la firma ACME-Maradoma,
que supuestamente traen un kilo cada una. Se toma una muestra aleatoria simple de 850 bolsas
de una partida. El peso promedio resulta ser 996 g, con una desviacion tipica de 50 g. ;En
que casos intervalo de confianza para el peso promedio real de las bolsas contiene el valor
anunciado de 1000g?

Formas de consolidar el conocimiento o habilidades pretendidas (preguntas)

Para consolidar el conocimiento realice las siguientes preguntas cuando el grupo diga que tiene
alguna respuesta a la situacion:

@€ 996 £ 1,96

= ; Por qué estan seguros que esa es la media?

= ;Qué informacion reporta cada muestra para obtener la media poblacional?

= ;Qué caracteristicas proyectaron desde las muestras a la poblacion de puntajes?
= ;De qué forma utilizaron la informacién de la desviacién?

Una extension

El Sernac esta inspeccionando las bolsas de azucar producidas por la firma ACME-Maradoma,
que supuestamente traen un kilo cada una. Se toma una muestra aleatoria simple de bolsas de
una partida. El peso promedio resulta ser 996 g.  Cual es el intervalo de confianza para el peso
promedio real de las bolsas al 90 %, al 95% y al 99 %?

Plenaria Para la plenaria se deben seleccionar respuestas que faciliten la discusion entre los
estudiantes en torno a: a) el conocimiento que aportan las muestras para caracterizar la po-
blacién o; b) comprender el efecto de la variabilidad de la poblacion de datos en las muestras,
cuando esta tiene una distribucién normal o simétrica ; c) las caracteristicas de una distribucién
Normal. Las respuestas que pueden ser elegidas deben considerar las siguientes caracteristi-
cas:

= Mostrar un basado en el uso de variabilidad de la poblacién en la determinacién de la media
poblacional.

= Reconocer las caracteristicas de la poblacién en base a las caracteristicas de las muestras,
con foco la simetria

77



8.2. Contenido para el profesor.
8.2.1. Disciplinar

Hasta ahora hemos visto que para obtener una estimacion del valor de un parametro basta con
sustituir las observaciones de la muestra en el estimador encontrado. Sin embargo, este valor
no necesariamente es el verdadero valor de dicho parametro. 4 Por qué?

Pues debido a que la estimacién puntual es producto de una m.a, imaginemos la siguiente si-
tuacién. Supongamos que se toman 3 m.a de tamano 2, a partir de los 5 primeros nimeros
naturales pares, sin reemplazo.

Por ejemplo:

m.a 1 formada por los nimeros 2 y 4.
m.a 2 formada por los numeros 4y 8.
m.a 3 formada por los nimeros 6 y 10.

Es evidente que el promedio de la muestra no necesariamente coincide con la media poblacio-
nal, que en este caso sabemos es u = 6. Por lo tanto, podemos afirmar que toda estimacion
esta sujeta a un error de estimacion.

Por esta razén es mucho mas adecuado construir intervalos de confianza (IC) en donde el
parametro que se estima esta contenido con cierta probabilidad (1 — «), a la cual se le denomina
nivel de confianza en él. Por lo que en lugar de estimar un pardmetro mediante un Unico valor,
estimamos un rango de valores para dicho parametro.

Luego, diremos que dado X1, X, ..., X;,; una m.a de una poblacién X, cuya funcién de proba-
bilidad recordemos esta dada por fx(z;0) = fx(x), y de donde se tendra que:

PO, <0<0)=1-au.
Luego, un intervalo de confianza bilateral para 6 estara dado por:
[ély éZ]a

donde 6, y A, son dos estadisticos denominados limite inferior y limite superior de confianza
para 6, respectivamente.
La eleccion del nivel de confianza depende del investigador, pero los valores mas utilizados son:

0,90 —-0,95—-0,975—-10,98 —0,99.

Un método util para determinar intervalos de confianza es el método del pivote, el cual debe
tener las siguientes caracteristicas.
a) Debe ser funcién de las mediciones de la muestra y del parametro desconocido 6.
b) Su funcion de probabilidad y/o densidad, no debe depender del parametro 6.
A continuacion obtendremos el intervalo de confianza para la media de una distribucién Normal.
Sea X1, X, ..., X, unam.ade X ~ N(u,c?), nuestro interés es determinar un IC para p (6 =
). Suponiendo que o2 es conocido, debemos considerar,
= Primero escoger el nivel de confianza (1 — «).
= Como lo que deseamos es un intervalo para p y sabemos que la media muestral, X, es
adecuada para estimar y, por lo tanto podemos usar la distribucién muestral de X para
establecer un IC para p.
Entonces, lo primero que debemos hacer es obtener la distribucion de X, como X1, Xo, ..., X,
esunam.ade X ~ N(u,o?),implica que X1, Xo, ..., X,, son independientes y que cada X; ~
N(u,0?), lo que implica que E(X;) = uy Var(X;) = 2. Luego, por propiedad reproductiva
de la distribucién Normal se tiene que la suma de variables con distribucion Normal distribuye
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Normal, y que su media muestral también (para una demostraciéon formal se puede usar la
funcién generadora de momentos, tematica que escapa del objetivo de este material). Sélo nos
falta determinar la esperanza y la varianza de esta variable:

_ noX, _
E(X) = E(Z:l) por definicion de X
n
1
=—-EXi+Xo+ -+ Xp) prop. de esperanza (n constante)
n
1
=—[BE(X1)+ E(Xy) + -+ BE(Xy)] por linealidad de la esperanza
n
1 .
zﬁ[u+u+~-+u] porque E(X;) =p,i=1,..,n
_ng
- n
_ n X, _
Var(X) = Var <Z=1> : por definicion de X
n
1
= < Var(Xy + Xo + .. Xy), prop. de varianza (n constante)
n

1
= ﬁ[V“T(Xl) + Var(Xs) + ...+ Var(X,)], porque las X; son independientes

2

1
:$[02+02+...+02], porque Var(X;) =02, i=1,..,n
- n02
=—
=o?/n. simplificando

Note que la cantidad anterior cumple con las condiciones para ser pivote, pues: 1) Z es funcién
de la muestra y del parametro u, y 2) su funcion de densidad no depende del parametro a
estimar. Luego, usando el método del pivote tenemos:

P(z1 <Z<z)=1-aq,

donde z; y z» corresponden a dos percentiles particulares de la distribucién Normal, tal que
entre ellos se encuentra u con un nivel de confianzade 1 — a.

En la Figura[36] se puede observar de manera gréafica lo anterior, en ella se representa que z;
corresponde al percentil que acumula un area igual a «/2 y que z es el percentil que acumula
un areaiguala 1 — a/2.
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21 22

Figura 36: Curva Normal estandar con intervalo de confianza 1 — « y colas 1 — «/2.

Reemplazando y gracias a la simetria de la distribucion Normal, donde 2./, = —z;_q/2 tene-
mos: I
— K
P <_Zl—a/2 < N < Zl—a/2> =1l-a

Despejando adecuadamente obtenemos:

_ o
o€ [X - zl—a/2ﬁvX + Zl—a/Z\/ﬁ]

Es un intervalo de confianza con un nivel de confianza del (1 — «)100 % para p. Note que los
extremos del intervalo son aleatorios, pues dependen de la m.a, y como tal estan centrados en
X no en el parametro .

Interpretacion grafica de los intervalos

La Figura[37} muestra 100 intervalos de confianza del 95 % para p, en ella se observa que 5 de
estos intervalos (los de color rojo) no contienen al verdadero valor del parametro que estamos
estimando. Debemos considerar entonces que cuando calculamos intervalos de confianza a
partir de una muestra, lo que obtenemos es uno de los tantos que podriamos construir, dado que
ellos depende de los valores recopilados. Luego, nosotros confiamos que el intervalo construido
contenga al verdadero valor nuestro parametro de interés, pero no estamos 100 % seguros que
esto sea asi. En el caso de la figura sefalada, el 95 % de las veces sera asi.

Andlogamente, se verian las figuras correspondientes al 90 % de nivel de confianza, donde
serian 10 los intervalos de color rojo, para 99 %, donde sélo seria un IC de color rojo, etc.
Como podemos ver la eleccion del nivel de confianza es un factor que afecta la longitud del inter-
valo construido, analicémoslo, manteniendo fijos el tamafo muestral y la desviacion estandar:
Note que a medida que el nivel de confianza aumenta, la longitud del intervalo también lo hace,
esto es evidente, pues cuando aumentamos (1 — «) estamos intentando que con mayor confian-
za el intervalo construido contenga el verdadero valor del parametro, en otras palabras estamos
dispuestos a equivocarnos menos (ver Tabla[13). Observe que esto se debe a que el valor del
percentil aumenta.

De la misma manera, si mantenemos fijo el nivel de confianza y la desviacion estandar, y au-
mentamos el tamano de la muestra, podemos concluir que los interva(lfos tendran menor longitud,

pues el denominador del error, el cual definimos como e = z;_, /o —= sera mayor, provocando

NG
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Figura 37: Intervalos de confianza para p.

Nivel de Confianza Percentil Intervalo
l-—a Rl—a/2 1C (1)
0,90 1,645 e % 16457 %4 16457 ]
Z — I
’ 0,95 ) M i ) \/7’»17 ) \/ﬁ_
0,95 1,960 e |x-19602 %+ 1.960-2]
Z =4 -5 T ) =
; 0,975 M i \/ﬁ \/ﬁ_
0,99 2,576 e |x 25767 % 125767 ]
Z = —
) 0,995 ’ M I ) \/’ﬁ’ ’ \/ﬁ_

Tabla 12: Intervalos de confianza para la media poblacional, para distintos niveles de confianza.

una disminucién del error. Note que e corresponde a la diferencia maxima que podemos aceptar
entre la estimacion puntual del parametro y el verdadero valor de dicho parametro (es decir, lo
que estamos dispuestos a sacrificar o equivocarnos).

Por ultimo, si mantenemos fijo el nivel de confianza y el tamano muestral, y aumentamos la
desviacion estandar, también aumentara la longitud del intervalo, pues esta vez el numerador
del error sera mayor. En otras palabras a mayor dispersion de los datos en la poblacién, mayor
sera la longitud del intervalo.
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Luego, podemos concluir que existen tres factores que afectan la longitud del intervalo de con-
fianza:

= La eleccion del nivel de confianza (1 — «).
= Eltamafio muestral (n).
= La desviacién estandar de la poblacion (o).
Note que en términos del error (e) el IC para i puede ser escrito de la siguiente manera:

JIAS [X'—e,)z—l—e],

como en estadistica usualmente se requiere de un muestra para utilizar las herramientas o
métodos disponibles, y los intervalos de confianza no son la excepcion, debemos considerar una
forma de determinar el tamano muestral, para ello el error es fundamental, pues si despejamos
adecuadamente a n, obtenemos:
'?’/%—04/202
n>—s—, (4)
&

luego, como e es lo maximo que estamos dispuestos a equivocarnos, n sera el tamano muestral
minimo para que eso ocurra. Consideremos el siguiente ejemplo: Para estudiar el consumo de
leche, en litros por persona al mes, se ha elegido una muestra de 50 personas cuyo consumo
medio es de 22 litros. Si dicho consume sigue una distribucién normal con desviacion estandar
de 6 litros, determine un intervalo de confianza para la media con un nivel de confianza del 95 %.
Definiendo la variable en cuestién y traduciendo la informacién del problema tenemos:
Sea X; : leche consumida por la i-ésima persona (en litros).
X ~ N(p,6%),n =50,z =22litros, 1 — a = 0,95 => 21_, /2 = 1,96.

Luego sustituyendo la informacion disponible, el IC sera:

6 6
€ = [22-1,960——;22 + 1,960——
a V50 V50 5
= [22 — 1,66; 22 + 1,66] ©®)

= [20,34; 23,66]

Concluiremos diciendo que, con un 95 % de nivel de confianza el verdadero consumo de leche
promedio esta entre 20,34 y 23,66 litros, donde el error es 1,66 litros. Entonces si por ejemplo,
deseamos disminuir el error de nuestra estimacion maximo a un litro, ¢cuantas personas de-
berian pertenecer a la muestra?, la respuesta viene de sustituir esta nueva informacioén en (4),
de donde tendremos:
1,962 x 62

n > —
note que debemos aproximar el tamano muestral al entero mayor, pues corresponde al minimo
de personas que deben componer la muestra para asegurar un error maximo de 1 litro en la
estimacion.
Note que a partir de un IC para la media podemos responder a preguntas como: ¢es posible
concluir en base a esta muestra que el consumo promedio de leche de la poblacion sea 20,8
litros? La respuesta de acuerdo con (5) es si, pues dicho valor pertenece al intervalo en cuestién.
Para el intervalo construido con error maximo de 1 litro, la respuesta sera no, pues el intervalo
es [21; 23] litros, y claramente 20,8 no pertenece a él.

= 138,30 =~ 139 personas,

8.2.2. Didactico

Por qué enseiar la distribucion normal (y qué implica comprenderla)
La distribucién normal constituye un modelo probabilistico fundamental para describir la varia-
cién continua en ciencias naturales y sociales, y especialmente para aproximar las distribuciones
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muestrales de estadisticos mediante el Teorema del Limite Central (TCL). Comprenderla implica
distinguir entre datos empiricos (p. €j., histogramas) y modelos teéricos (curva ideal), interpretar
probabilidades como areas bajo la curva y reconocer su caracter de idealizacion (til, mas que
de descripcién universal de los datos observados.

Desde el punto de vista didactico, se sugiere presentarla como una familia de distribuciones
parametrizadas por la media (1) y la desviacién estandar (o), enfatizando las transformaciones
de traslacion y escala que estos parametros generan sobre la curva. Tal enfoque permite conec-
tar la distribuciéon normal con los procedimientos de estandarizacion (puntajes z y percentiles) y
con la toma de decisiones inferenciales contextualizadas (Dinov et al., 2013}, Salinas-Herrera
& Salinas-Hernandez, 2022).

8.2.3. Dificultades habituales (y por qué ocurren)

Conceptuales. Persisten confusiones entre densidad (altura de la curva) y probabilidad (area
bajo la curva), la sobre—generalizacion del TCL (asumir normalidad de los datos en lugar de la
distribucién muestral) y la falta de diferenciacion entre parametros (u, o) y estadisticos (z, s).
Estas confusiones dificultan el transito entre el razonamiento empirico y el razonamiento teorico-
probabilistico.

Representacionales. La coordinacion de multiples registros (enunciado verbal — desigualdad
— z — sombreado — probabilidad — interpretacion) constituye un obstaculo persistente, espe-
cialmente cuando los estudiantes no dominan la recta real ni el sentido de magnitud en nimeros
negativos (Delport, 2022).

Inferenciales y procedimentales. Se observan decisiones mecanicas apoyadas Unicamente
en pruebas de normalidad (p. ej., Shapiro—Wilk), sin diagnéstico grafico ni analisis de robustez,
asi como el uso acritico de reglas simplificadas (p.ej., n > 30). En estudiantes de primer afo
universitario, los bajos desempenos en problemas tipicos de normal (calculo de areas, blsqueda
de umbrales) revelan carencias en lectura matematica, modelizacién y verificacién de resultados
(Makwakwa et al., 2024).

8.2.4. Implicancias curriculares y de evaluacion

Los hallazgos previos sugieren disefnar secuencias que integren datos y modelos desde etapas
tempranas (p. €j., simulacién del TCL) y evaluaciones que midan tanto la comprensién concep-
tual como la aplicacién con sentido. En contextos de aprendizaje activo, se reportan mejoras
significativas en el desempeno medio y en la homogeneizacién de la comprensién conceptual
(Ridley et al., 2021). Ello refuerza el valor de estrategias de prediccion, debate y verificacion
empirica.

La evaluacién deberia incluir: (a) traducciones semioticas completas (texto — desigualdad — =
— area — interpretacion); (b) juicio de cudando la normal es un modelo razonable; y (c) el uso
de representaciones graficas (histograma, grafico Q—Q) antes de aplicar pruebas formales.

8.2.5. Estrategias efectivas

Linea numérica como andamiaje. Las intervenciones que incorporan la linea numérica me-
joran de manera significativa la resolucién de tareas asociadas a la normal (delimitacion de
regiones, comprension de z negativos), fortaleciendo el sentido numérico y el control de des-
igualdades (Delport, 2022).

Simulacion y tecnologia educativa. La simulacién de muestreos repetidos (p. ej., con Fathom
0 entornos web interactivos) favorece el transito entre distribuciones empiricas y teéricas, refor-
zando la comprensién de la variabilidad y la aproximacion normal (Salinas-Herrera & Salinas-
Hernandez, 2022). Recursos como el sistema SOCR permiten explorar la distribucién normal (y
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5)

bivariada), manipular parametros y visualizar probabilidades marginales o conjuntas, mostrando
impactos positivos en la comprension conceptual y la motivacion estudiantil (Dinov et al.,[2013).
Modelizacidn con datos reales sencillos. Actividades experimentales con medidas fisicas
simples (p. €., masas de objetos cotidianos) facilitan la construccion de modelos normales ajus-
tados, el analisis critico de supuestos y la vinculacién entre la curva tedrica y fenomenos obser-
vables (Gomes & de Araujo Lima, [2012).

8.3. Orientaciones desde la implementacion

El problema del SERNAC sobre el peso de las bolsas de azucar permite articular de manera
natural los conceptos de estimacion puntual, intervalo de confianza, variabilidad muestral y ra-
zonamiento inferencial. Su implementacién debe orientarse a que los estudiantes comprendan
gue el objetivo no es sélo aplicar una férmula, sino argumentar sobre el grado de evidencia que
la muestra entrega respecto al cumplimiento de la normativa de etiquetado (1 kg).

Contextualizacion y sentido del problema. Inicie la sesion planteando una situacién real: el
control de calidad de productos de consumo masivo. Pregunte a los estudiantes qué significaria
que una fabrica declare “1kg” y como podrian verificarlo. Esto activa conocimientos previos
sobre variabilidad y muestreo, ademas de despertar interés por el contexto regulatorio.

Exploracion de la muestra. Presente los datos o un resumen muestral (n = 850, T = 9969) y
discuta qué informacion falta (la variabilidad). Proponga distintos escenarios para s (p.€j., 109,
309, 609) y pida a los estudiantes predecir, sin calcular aun, si el valor de 1 000g estaria o no
dentro del intervalo. Esto promueve el pensamiento estimativo y la anticipacion inferencial antes
de proceder al calculo formal.
Construccion guiada del intervalo. A partir del caso base, conduzca la formulacién del inter-
valo:
_ S

nezx + 20’975%.
Utilice representaciones gréficas (linea numérica o recta real) para visualizar la media muestral
y los limites inferior y superior. Destaque que el margen de error depende de la variabilidad (s)
y del tamario muestral (n).
Interpretaciéon y argumentacion. Guie la discusion hacia el sentido del intervalo: no se trata
de una probabilidad de que p esté dentro del rango, sino del nivel de confianza asociado al
procedimiento. Pregunte: ;Qué implica si 1000 g no esta dentro del intervalo? ;Y si lo esta
justo en el limite? Esto fomenta la argumentacién y el juicio critico sobre la evidencia empirica
y las decisiones regulatorias.
Conexion con la variabilidad y la simulacion. Si dispone de software (R, GeoGebra, o applets
de SOCR), simule distintas muestras de tamano 850 con media 996 y distintas desviaciones
estandar, graficando los intervalos obtenidos. Esta simulacién permite visualizar la frecuencia
con que los intervalos capturan el valor verdadero y comprender empiricamente el significado
del 95 % de confianza (Chance et al.,[2002; Dinov et al., [2013).
Extensidn y transferencia. Proponga que los estudiantes redacten un informe técnico dirigido
al SERNAC, indicando si el proceso de producciéon cumple con la normativa y justificando la
decision con base en el intervalo obtenido. De esta forma, se fortalece la conexién entre el
lenguaje estadistico y la comunicacién profesional basada en evidencia (Ridley et al., [2021).

Estas orientaciones buscan que el problema se convierta en una tarea de indagaciény no en un
mero ejercicio algoritmico, promoviendo el razonamiento inferencial, la interpretacién contextual
y la valoracién de la incertidumbre estadistica como parte del pensamiento cientifico.
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9. Anexos
Los anexos que se presentan a continuacion rednen los problemas trabajados a lo largo del

libro. Su propdsito es ofrecer a las y los docentes una recopilacion accesible y organizada de
estas situaciones, de modo que puedan ser facilmente reproducidas y utilizadas en el aula.
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Problema 1: ¢Una carrera técnica o una profesional?
Observa el grafico y explica por qué se producen las variaciones blusqueda en el rango de
tiempo.

~— Profesional

Tipo de carrera
— Técnica

Fecha

Busqueda carreras técnicas y profesionales

w = 0 Y
i

100-
7
2

sauay|



Simplificacion
= ; Por qué en los meses de noviembre a enero aumenta la busqueda de carreras profesio-
nales y técnicas?

= ; Por qué en los meses de julio y agosto la busqueda de carreras técnicas aumenta pero no
las profesionales?

= En el primer semestre del afo 2020, ;por qué la blisqueda de ambos tipos de carrera
descendieron?



Extension

Observe la siguiente informacion sobre la matricula del primer afio segln el tipo de institucion

de educacion superior.

| TipodelES | 2012 |

2013

\ 2014 \ 2015 \ 2016 \ 2017 \ 2018 \ 2019 \ 2020 \ 2021 \
Universidad | 154.931 | 153.107 | 149.617 | 153.727 | 162.132 | 166.016 | 167.482 | 160.826 | 149.966 | 147.331
Instituto 108.381 | 124.900 | 126.907 | 124.344 | 125.389 | 120.430 | 123.536 | 126.497 | 114.456 | 127.131
Profesional
Centro de 60.870 63.623 65.610 62.551 59.136 59.300 59.768 61.744 56.253 58.754
Formacion
Técnica

Matriculas de Primer Ano, periodo 2012-2021. Fuente: Elaboracién propia a partir de iINDICES Matriculas de Educacién Superior 2005-2021,

CNED.

Con la informacion de la tabla, evalue las conclusiones que se pueden obtener del grafico de

linea.



Problema 2: De la montana a la caja.

El siguiente histograma muestra la altura en centimetros de las nifias de un curso.

Distribucion de las edades de los estudiantes
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Construya el gréfico de cajas asociado.



Una simplificacion
El siguiente gréafico de caja muestra la distribucién de las alturas de un grupo de ninas.

130 140 150 160 170

Construya el histograma de la distribucién de las alturas de las ninas.



Una extension

Los siguientes histogramas muestran la distribucién de puntajes asociados a una evaluacién.

Construya para cada grupo el grafico de cajas asociado.
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Tabla 13: Distribucién de puntajes de 4 evaluaciones.



Problema 3: Suavizando hacia la caja.

El grafico de distribucién suavizado muestra el nimero de gigabytes que gasta un grupo de
estudiantes en un mes de celular.
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Construye el posible grafico de caja asociado.



Frecuencia

20

15

10

Una simplificacion
Los graficos de distribucion suavizado muestran el nimero de gigabyte que gasta un grupo de
estudiantes en un mes de celular. Cual de los graficos corresponde al grafico de caja?
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Una extension

Relaciona cada distribucion suave con el grafico de caja correspondiente

Frequency Graph A
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Box Plot 1 Box Plot 2
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Problema 4: La Edad Media

Los 3 hombres de un curso tienen una edad promedio de 22 afnos y el curso entero, de 36
estudiantes, tienen una edad promedio de 24 anos. Representa los puntos de las personas que
faltan en el gréafico de distribucién.

Sexo




Una simplificacion

Los 3 hombres de un curso tienen una edad promedio de 22 anos y el curso entero, de 36
estudiantes, tienen una edad promedio de 24 afios. Representa solo los puntos de los hombres
que faltan.

Sexo




Sexo

M

Una extension

La Edad Media

La edad promedio de un curso es igual a 24 afos. Si se compone de hombres y mujeres.
Completa los puntos que faltan en la distribucién y determina las edades promedio de cada
sexo.

1@
@
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Edad



Problema 5: La PAES

Las siguientes imagenes visualizan la distribucién de puntajes de dos cursos de estudiantes de
cuarto medio en la prueba PAES. Cada cajon muestra la media muestral de 15 estudiantes.

1000
0- ‘|“ ‘||“ L ‘|‘

Mean of 15 cases of PAES = 767.667
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S




1000

o L
500
g
o0 L U

Mean of 15 cases of PAES = 723.067

1000

o L
500
g
0 LU L

Mean of 15 cases of PAES = 716.267

¢ Cual es la media de los dos cursos de estudiantes?
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Una simplificacion
Las siguientes imagenes visualizan la distribucion de puntajes de dos cursos de estudiantes de
cuarto medio en la prueba PAES. Cada cajon muestra la media muestral de 20 estudiantes.
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ordered by PAES
Mean of 20 cases of PAES = 894.7

¢ Cual es la media de los dos cursos de estudiantes?



Una extension

Las siguientes imagenes visualizan la distribucion de puntajes de dos cursos de estudiantes
de cuarto medio en la prueba PAES. Cada cajon muestra la media muestral de un grupo de
estudiantes.
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Mean of 20 cases of PAES = 754

¢ Cuél es la media de los dos cursos de estudiantes?



Problema 6: El parametro

La siguiente figura representa 4 muestras aleatorias que pertenecen a una poblacién de punta-
jes PAES que tiene una desviacion de 150 puntos. ¢ Cudl puede ser la media de la poblacién?

Muestra

M4

M3

M2

M1

(@] (o) EB % % EB (o) (@]
o & % & % & o
o & % % & & o
o &8 & 8 8 & o0
100 to 199 200 to 299 300 to 399 400 to 499 500 to 599 600 to 699 700 to 799 800 to 899

Puntaje



Una simplificacion Las siguientes 4 muestras pertenecen a una poblacion de puntajes PAES
cuya distribucion es simétrica. ¢ Cual puede ser la media de la poblacion de puntajes?

391 269 396 518 295 588 543 364 534 612
M1 344 241 596 271 500 538 585 528 390 648
659 468 486 487 716 669 625 457 556 560
761 632 208 710 492 579 593 485 489 653
M2 731 484 577 532 472 482 652 470 194 471
607 649 857 600 531 168 904 428 856 556
581 592 592 246 555 645 691 466 452 723
M3 622 636 500 323 302 411 620 206 217 402
250 434 569 257 542 782 499 458 571 458
124 265 488 531 542 623 471 682 362 319
M4 559 363 633 550 474 623 558 433 535 597
553 401 628 673 541 522 489 824 541 476




25 -

20 -

Una extension

La edad de los estudiantes de dos cursos se distribuye normal con media 15 afos. Si entre los
dos cursos suman 70 estudiantes, ¢ cual es la edad de los estudiantes que no estan represen-
tados en el grafico de puntos?

Edad



Problema 7: La linea de Maradona

El Sernac esta inspeccionando las bolsas de azlcar producidas por la firma ACME-Maradona,
que supuestamente traen un kilo cada una. Se toma una muestra aleatoria simple de 850 bolsas
de una partida. El peso promedio resulta ser 996 g. ¢ Cual es el intervalo de confianza para el
peso promedio real de las bolsas?



Una simplificacion
El Sernac esta inspeccionando las bolsas de azlcar producidas por la firma ACME-Maradoma,

que supuestamente traen un kilo cada una. Se toma una muestra aleatoria simple de 850 bolsas
de una partida. El peso promedio resulta ser 996 g, con una desviacién tipica de 50 g. ,En
que casos intervalo de confianza para el peso promedio real de las bolsas contiene el valor

anunciado de 1000g?



Una extension
El Sernac esta inspeccionando las bolsas de azlcar producidas por la firma ACME-Maradoma,

que supuestamente traen un kilo cada una. Se toma una muestra aleatoria simple de bolsas de
una partida. El peso promedio resulta ser 996 g. ¢ Cual es el intervalo de confianza para el peso
promedio real de las bolsas al 90 %, al 95 % y al 99 %?
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