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GUIA DE PRACTICO N°1

MATRICES

Teoria Matrices

1 Una matriz es un arreglo, distribucion, acomodacion o disposicion
rectangular de elementos ubicados en filas y en columnas.

En la definicion anterior ;qué significa arreglo rectangular?. Significa que los
elementos, habitualmente nimeros, los disponemos o acomodamos en filas y
columnas.

Por ejemplo, si tenemos los siguientes cuatro nimeros: 1,3, —1 y 6 los
podemos acomodar asi:

1 3
(4%)
generando lo que se conoce como matriz cuadrada (igual niumero de filas que
de columnas) de orden, tamano o dimension 2 (tenemos 2 filas y 2 columnas).
Las filas son las horizontales y las columnas son las verticales.
También podriamos haber usado las siguientes estructuras, donde los nimeros

en la parte inferior conforman el orden (numero de filas x numero de
columnas).
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Notemos que la secuencia en que disponemos los niumeros también genera

. . 6
nuevas matrices. Por ejemplo,

5 1 } es una matriz de orden 2 distinta a la
. { 1 3]
matriz .

-1 6

2 El orden, tamario o dimension de una matriz es el nimero de filas por
el nimero de columnas y se escribe m x n indicando que la matriz posee m
filas y n columnas, y se dice matriz bidimensional o arreglo bidimensional.

Si m = n, entonces la matriz se dice cuadrada; en caso contrario se habla
habitualmente de matriz rectangular.

Si m =1, la matriz se llama matriz fila y si n = 1, matriz columna. En ambos
casos, se habla de matriz unidimensional o arreglo unidimensional.

3 Los elementos de una matriz pueden ser numeros reales o
complejos.

Es comdn denotar las matrices con letras mayusculas, A, B, I, etc.,y sus
elementos con letras minusculas a las que se le anaden dos subindices, por
ejemplo, a;;, by, €tc.

Los subindices sirven para especificar la ubicacion del elemento en la matriz,
por ejemplo, a1, denota el elemento que esta en la fila 1y en la columna 4; en
general, a;; representara el elemento que esta en la fila 7 y en la columna j.
Si queremos escribir en forma general una matriz que consta de 2 filas y 2

columnas lo hacemos de la siguiente manera :

@21 G22

A= [an G12]

que se puede abreviar A = (a;;) 2x2, 0 en forma compacta A = (a;;)2, 0 sin
indicar el nimero de filas y de columnas A = (a; ;)

Una matriz general de orden m x n se escribe como:
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a1 a12 . . . Q1n
azr a2 . . . Q2
A=
L am1 A2 . . . Qmn |

Notemos que al escribir las matrices anteriores hemos usado indistintamente
los paréntesis redondos () o cuadrados [ ]| para encerrar los elementos de una
matriz.

4 En una matriz cuadrada A = (a;;),, los elementos de la diagonal
principal son aquellos que tienen la forma a;;, con i=1,2,....,n; y los
elementos de la diagonal secundaria son aquellos que tienen la forma a; ,.1_;,
con :=1,2,...,n. Los elementos que no estan en la diagonal principal se
denominan elementos extradiagonales y son aquellos que tienen la forma a;
con i # j.

Esquematicamente para una matriz general de orden 3, los elementos de la
diagonal principal y de la diagonal secundaria se muestran a continuacion:

Diagonal Principal Diagonal Secundaria
ail; ap a3 ai; a2 Qi3
ag1 Q22 a3 az1 Q22 a3
asy az Aassg aszy az2  ass
5 Se define el conjunto M,,.,(K) como el formado por todas las

matrices de orden m x n cuyos elementos estan en el conjunto K. Si m = n,
entonces el conjunto se denota M, (K). Notemos que K representa el
conjunto de los nUmeros reales R, o el conjunto de los nUumeros complejos C, o
el conjunto de los niUmeros racionales Q. Los elementos de K se denominan
escalares.

6 Igualdad de Matrices

Dos matrices son iguales si sus ordenes son iguales y si sus elementos
correspondientes son iguales, es decir, si A= (a;;) € Mpw(K) 'y
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B = (b;;) € Mpy(K), entonces A=Bsiysolosi m=p,n=qy aj=>bj,
para:=1,2,...m y 7=1,2,...,n

Dos matrices A y B no son iguales, lo que se denota A # B, si sus 6rdenes no
son iguales o si alguno de sus elementos correspondientes no son iguales.

Por ejemplo, las matrices A = [; B 10+3} y B= B 1 E 1] son iguales

porque ambas son de orden 2 y sus elementos correspondientes coinciden, pues
1=1,-143=2 , 2=2y 0=1-1

7  Suma de Matrices

Sean A = (ai;) € Mpyxn(K) y B = (b;;) € M;,xn(K). Se define la suma
de la matriz A con la matriz B, que se escribe A+ B, como:

A+ B = (au + bLJ) € men(K)
Es decir, para obtener la suma de dos matrices del mismo orden es

necesario sumar los elementos de la primera matriz con los
correspondientes de la segunda matriz.

. 1 -1 2 3 31
Por ejemplo, lasumadeA_(2 0 4)yB_(_2 1 2) es la
matriz

B 1+3 —-1+3 241\ (4 2 3
A+B_(2+(—2) 0+1 4+2)_(0 1 6)

8 Propiedades de la Suma de Matrices
Sean A € M,,.,(K), B € M,xn(K) vy C € M;xn(K)
S1) Conmutativa

A+B=B+ A
$2) Asociativa

(A+B)+C =A+ (B+0)
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S3) Existencia de elemento neutro aditivo

Existe una matriz © de orden m xn, llamada matriz nula, cuyos
elementos son todos cero, tal que:

A+0=0+A=A
S4) Existencia de elemento inverso aditivo u opuesto

Existe una matriz —A=(—-1)A de orden m xn, llamada inverso
aditivo de A, tal que:

A+(-A)=(-A)+4=0

9  Producto por escalar

Sea A= (a;j) € Mp(K)ysea acK. Se define el producto de una matriz
Apor un escalar «, que se escribe o - A, como la matriz:

a-A=aA = (OL a,,;j) € men(K)

Es decir, para obtener el producto de una matriz por un escalar es necesario
multiplicar cada elemento de la matriz por el escalar considerado.

Por ejemplo, si A = / —13\, entonces 4 - A = 4-4(.—13)\ = / —412\
\ 2 \ a2 ) \s)
10 Propiedades del Producto por Escalar
Sean A € M5, (K), B € M;xn(K), a€e Ky €K
PE1) Asociativa respecto del producto por escalares
(aB) - A=a-(6-A)
PE2) Conmutativa

a- A=A «
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PE3) Distributiva respecto de la suma de matrices

a-(A+B)=a-A+a-B

PE4) Distributiva respecto de la suma de escalares

(a+08)-A=a-A+(5-A

11 Resta o Diferencia de Matrices

Sean A = (a;j) € Mpxn(K) ¥y B = (bi;) € M;xn(K). Se define la resta de la
matriz A con la matriz B, que se escribe A — B, como la matriz:

A-B=A+ ( - 1)B = (a’IJ - bLJ) € men(K)
Es decir, debemos multiplicar cada elemento de B por el escalar — 1y luego

los elementos de esta matriz resultante se suma con los elementos
correspondientes de A, o de forma mas directa a los elementos de A se le

restan los correspondientes de B
6 2
Por ejemplo, si A= -3 2 |, entonces

2-6 —1-2 —4 -3
3-(-3) 3-2 |=|6 1
RO

_ W N
o |
—_
L 1
<
Sy
I

A-B=

12 Producto de Matrices

Sean A = (a;j) € Myx,(K) 'y B = (b;;) € Mp«n(K). Se define el producto de
la matriz A por la matriz B como la matriz C = (¢;;) € My« (K), que se
escribe A-B o AB, y definida como:

b

Cij =Y Qi) by
k=1
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La formula anterior nos dice que para calcular el elemento que esta en la fila ¢
y en la columna j de la matriz producto debemos multiplicar los elementos de
la fila ¢ de la primera matriz con los correspondientes de la columna j de la
segunda matriz y luego sumar todos estos productos.

El producto de dos matrices existe cuando el nimero de columnas de la
primera matriz es igual al nimero de filas de la segunda matriz; en caso
contrario se dice que el producto no existe, o que no es posible calcularlo, o
que no esta definido.

El orden de la matriz producto es el nimero de filas de la primera matriz por el
numero de columnas de la segunda matriz.

1 -1 2 2
Por ejemplo, si A= y B= 1 , entonces
32 1],

—1 3x1

4-B = [<1<><2 +<—1><1>+<2><—1>LX1: [Eliiﬂ _ [_71}

B-A=1| 1 5 9 1
-1 3x1
de B, que es 1, no coincide con el nUmero de filas de A, que es 2.

2 1 -1 2 . ,
no existe, porque el numero de columnas
2x3

Si en el producto A- B la matriz A es igual a la matriz B, ambas cuadradas,
se tiene la potencia A- B = A%2 = A - A. De forma similar se define la potencia
A3, quees A?- A.

La potencia k — ésima de una matriz cuadrada A, con k € N, es el producto de
A por si misma k veces, es decir,

k veces
AF=A-A-....- A

1
, entonces

=N O

1 _
Por ejemplo,si A= |0 1
1 1
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13 Propiedades del Producto de Matrices

Sean A, B y C matrices de 6rdenes apropiados de modo que los productos
gue se mencionan a continuacion existan, y sea o un escalar en K

P1) Asociatividad
A-(B-C)=(A-B)-C

P2) Distributividad respecto de la suma de matrices
A-(B+C)=A-B+A-C
(B+C)-A=B-A+C-A

P3) Movilidad de un escalar en un producto de matrices

a-(A-B)=A-(a-B)=(A-B) -«

P4) No conmutatividad
En general, el producto de matrices no es conmutativo, es decir
A-B#B-A

Cuando A- B = B - A, se dice que las matrices conmutan.

14 Matriz Nula

Una matriz rectangular se dice matriz nula, y se denota 6§ 6 © 6 ©,,.,, Si
todos sus elementos son iguales a cero. Es decir, A = (a;;) € M,,x,(K) es nula
siysolosi a;; =0, paracada i=1,2,..,myparacada j=1,2,...,n
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0 0 O

Por ejemplo, la matriz A= (O 0 0

> es una matriz nula y la matriz

B = [8 8] también es una matriz nula.

15 Matriz Idéntica o Identidad

Una matriz cuadrada de orden n es idéntica o identidad o unidad, y se denota
I, o simplemente I, si los elementos de la diagonal principal son todos iguales
a 1 y los elementos extradiagonales son todos ceros. Es decir,

o R . 1 sii=
A = (a;;) € M,(K)es idéntica siy solo si a;; = {O it
Por ejemplo, la matriz identidad de orden 2 es I, = ((1) (1)) y la matriz

idénticade orden 3 es I3 =

S o
o= O
_— o O

16 Matriz Fila
Una matriz rectangular se dice matriz fila si consta de una sola fila, no
importando el numero de columnas. Es decir, A = (a;;) € My,x,(K) es una

matriz fila si y solo si m = 1.

Por ejemplo, la matriz FF=[1 —1 2] esuna matriz fila.

17 Matriz Columna

Una matriz rectangular se dice matriz columna si consta de una sola columna,
no importando el numero de filas. Es decir, A = (a;;) € M;,«,(K) es una
matriz columna siy solosi n = 1.

o
\

Por ejemplo, la matriz

W= O N

| es una matriz columna.

12N



18 Matriz Diagonal
Una matriz cuadrada se dice matriz diagonal si los elementos extradiagonales

son todos iguales a cero. Es decir, A = (a;;) € M, (K) es una matriz diagonal si
y solo si a;; =0, para i # j.

2 00
Por ejemplo, la matriz D = (0 1 0 | es una matriz diagonal , al igual que
0 00

la matriz A =

o O O
o O O
o O O

19 Matriz Escalar

Una matriz cuadrada se dice matriz escalar si los elementos extradiagonales
son todos iguales a cero y los elementos de la diagonal principal son todos
iguales a una constante k. Es decir, A = (a;;) € M,(K) es una matriz escalar

siveolosi a. -k »sii=]
’ Y0 sii £
Por ejemplo, la matriz E=| 0 —2 0 |es una matriz escalar con

k= —2.

Notemos que todas las matrices escalares son diagonales, pero no todas las
matrices diagonales son escalares.

0 O
3 0 es una matriz diagonal, pero no
0 —4

Por ejemplo, la matriz D =

o O =

escalar.

20 Matriz Triangular

Existen dos tipos de matrices triangulares: las inferiores y las superiores.
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a)Una matriz cuadrada se dice matriz triangular inferior si los elementos que
estan sobre la diagonal principal son todos iguales a cero. Es decir,
A = (a;;) € M,(K) es una matriz triangular inferior si y solo si a;; =0 para
1< J.

Otra definicion que es muy Util en programacion es:
A= (a;j) € M,(K) es una matriz triangular inferior si y solo si a;,; =0 para
i=1,2,..n—1;j=i+1,i+2,...,n

b) Una matriz cuadrada se dice matriz triangular superior si los elementos que
estan bajo la diagonal principal son todos iguales a cero. Es decir,
A = (a;;) € M, (K) es una matriz triangular superior siy solo si a;; =0 para
1> 7.

Otra definicién que es muy util en programacion es:
A = (a;j) € M, (K) es una matriz triangular superior si y solo si a;; =0 para
i=1,2,.on—1;i=7+1,j+2,....n

Por ejemplo, la matriz T = [ g es una matriz triangular superior de

—_o O

orden 2 vy la matriz B = es una matriz triangular inferior de

_ N W
LW o oL—

orden 3.

21 Matriz Tridiagonal

Una matriz A=(a;;) € M, (K) se dice tridiagonal si y solo si a;; =0, para
i —j] =2

2 30 0]
Por ejemplo, la matriz P = | _02 _13 g 2 | es una matriz tridiagonal.
{ 0 0 2 1

22 Matriz Traspuesta

Sea A= (a;;) € Muxn(K). La traspuesta de A, denotada A” (o también A’ o
A!), estd definida como AT = (a;;) € M« (K). Es decir, para obtener la
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traspuesta de una matriz se cambian en forma ordenada las filas por columnas,
y por ende las columnas se transforman en las correspondientes filas.

/1 - 1 3 5
Por ejemplo, si A= \ /,entonces AT = ( 9 7 4)
5 4

23 Propiedades de la Traspuesta

Sean A y B matrices de ordenes apropiados de modo que todos los resultados
mencionados existan, y sea « un escalar.

T1) (AT =4
T2) (A+B)!=AT+ BT
T3) (a-A)l =a- AT

T4) (A-B) =BT A7

24 Matriz Simétrica

Una matriz cuadrada de elementos reales se dice simétrica si su traspuesta
coincide con ella. Es decir, A es simétrica si y solo si

AT = A
Otra definicién Gtil en programacion es:

A= (a;;) € M,(R) es simétrica si y solo si a;;=a;;, con i=1,2,....n;
i=1,2,...n
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Por ejemplo, la matriz S={3 -1 4 es una matriz simétrica, pues
6 4 -8
1 3 6
ST=13 -1 4 | =8
6 4 -8

25 Matriz Antisimétrica

Una matriz cuadrada de elementos reales se dice antisimétrica si su traspuesta
coincide con la opuesta de ella, esto significa que los elementos de la diagonal
principal deben ser todos cero y los elementos extradiagonales
correspondientes difieren sélo en signo. Es decir, A es antisimétrica si y solo si
AT = — A

Otra definicidn Gtil en programacion es:

A= (a;;) € M,(R) es antisimétrica si y solo si a;;=0,i=1,2,...n Yy

a;j = —aj;, para i distintode j,con i=1,2,...,n;j=1,2,...,n
0 3 4
Por ejemplo, la matriz A= | —3 0 2| es una matriz antisimétrica,
-4 -2 0
0 -3 —4
pues AT=13 0 —-2|=-4
4 2 0

26 Matriz Inversa

Sea A € M,(K). Se define la inversa de A, denotada A~!, como la Unica
matriz tal que:

A-AT=AT A=,
con A7t e M,(K).

Si A-! existe se dice que A es invertible, inversible, no singular, no
degenerada o regular.
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3 1 1 0 -3 2
Por ejemplo, lainversade A=|1 0 2| es A'=|1 7 — 51|, pues
2 0 3 0 2 —1

1
A-AL=A1. A= [0
0

S = O
— o O

|

27 Propiedades de la Inversa

Sean A y B matrices cuadradas de orden n invertibles con elementos reales,
y a un escalar real.

Inv1) A~'es Unica.
Inv2) (A H)t=4
Inv3) (AT)!=(AHT
Inv4) (A-B)'=B"1'. A"
Inv5) (ad) ' =a'A' =141 cona#£0
Invé) A triangular = A~! triangular
A diagonal = A~! diagonal

A simétrica = A~!simétrica
A antisimétrica = A~! antisimétrica

28 Inversa de una matriz de orden 2

Sea A = [CCL Z] Se tiene que :

-1
a b d —b
[C d] :adibcl—c a ],Conad—bc3é0
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La formula anterior nos permite calcular la inversa de una matriz cualquiera de
orden 2 que cumpla con la condicidén ad — bc # 0.

;Qué sucede si ad — bc = 0?. En ese caso la inversa no existe, y si no existe la
inversa no tiene sentido calcularla, por lo que siempre se debe calcular
primero el nimero ad — be y si es distinto de cero podemos aplicar la formula
anterior.

29 Matriz Ortogonal

Sea A € M,(R) una matriz invertible. La matriz A se dice ortogonal si y solo
si AT = A7', o en forma equivalente cuando AT - A =1

cos(a)  sen(a)

Por ejemplo, la matriz A= { —sen(a) cos(a)

], con « € R, es una matriz

ortogonal, pues

AT 4 {cos(oz) —sen<a)H cos(a) sen(a)}

sen(a)  cos(a) — sen(a) cos(a)

= [sentarensior - eontapuenta) vt veosiir | =10

30 Propiedades de las Matrices Ortogonales

Sean A y B matrices cuadradas de orden n invertibles con elementos reales,
y a un escalar real.

Ort1) Todas las matrices ortogonales tienen determinante iguala 1 6 — 1.
Ort2) Si Ay B son matrices ortogonales, entonces A B es también ortogonal.
Ort3) Si A es ortogonal, entonces A~! también lo es.

Ort4) Si A es ortogonal, entonces A” también lo es.

Ort5) La matriz idéntica de cualquier orden es ortogonal.
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Ort6) Cualquier matriz ortogonal de orden 2 tiene alguna de las formas
siguientes

[ — cos(a) sen(a)
| sen(a)  cos(a)

[ cos(a) — sen(a)]
| sen(a)  cos(a)

[ cos(a)  sen(a)]
| —sen(a) cos(a) |

[ cos(a)  sen(a)
| sen(a)  — cos(a)

con o un numero real cualquiera.

31 Traza de una Matriz Cuadrada

Sea A = (a;;) € M,(K). Se define la traza de A, denotada tr(A) o traza(A),

como la suma de los elementos de la diagonal principal, es decir, tr(A) =" a;;
=1

2 -1 4
Por ejemplo, si A = (7 2 7) , entonces tr(A)=2+2+1=5
3 1 1

32 Propiedades de la Traza

Sean A y B matrices cuadradas de orden n, y « un escalar real.
Tr1) tr(A+ B) =tr(A) + tr(B)

Tr2) tr(ad) = atr(A)

Tr3) tr(AT) = tr(A)

Tr4) tr(A-B)=1tr(B-A)
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33 Operaciones Elementales

El calcular inversas de orden 3 o superior usando la definicion 26 se torna
un proceso largo y poco practico, porque por ejemplo, para calcular la inversa
de una matriz de orden 4 debemos resolver un sistema de 16 ecuaciones y 16
incégnitas. Un método mucho mejor es mediante el uso de operaciones
elementales.

Sea A € M,,«,(K). Se definen las siguientes tres operaciones elementales
sobre filas (también se pueden definir sobre columnas, pero no lo
consideraremos):

(1) Intercambiar o permutar las filas i y j de A. Esto se escribe Fj;(A), o
F;jcuando quede claro con respecto a qué matriz se esta realizando la
operacion elemental. Notemos que: F;; (A) = F};(A)

(2) Multiplicar la fila i de A por un escalar no nulo k. Esto se escribe
F;(k)(A), o F;(k) cuando quede claro con respecto a qué matriz se esta
realizando la operacion elemental.

(3) Multiplicar la fila i de A por un escalar no nulo k vy sumar el resultado a
la fila j . Esto se escribe (F;(k)+ F})(A), o Fi(k)+ F; . Es comUn escribir
F; — Fi(k) + F; para dejar claramente establecido que la nueva fila j es la
fila 4 multiplicada por el escalar k& sumada a la antigua fila j.

34 Calculo de la inversa mediante operaciones
elementales

La pregunta ahora es: ;De qué modo voy a usar las operaciones elementales
para calcular la inversa de una matriz cuadrada de orden superior?.

Primero necesitamos saber cuando dos matrices son equivalentes.
Sean Ae M, (K) y Be€ M, (K). Las matrices A y B se dicen

equivalentes, lo que se denota A ~~ B, si una puede ser obtenida de la otra
mediante operaciones elementales.
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Por ejemplo, A= [1 } es equivalente a B = [1 ]porque B se

3 3 1 1
puede obtener de A multiplicando la segunda fila de A por %; o también se
puede decir que A se obtiene de B multiplicando la segunda fila de B por 3.

En segundo lugar, necesitamos conocer qué es una matriz ampliada.

Sean Ae M, (K) v BeM,,(K). La matriz (A | B)de orden
m x (n+ p) se denomina matriz ampliada o matriz aumentada y esta formada
por las columnas de A a las que se les agrega al final las columnas de B

[1 2 —q [2 5 W
Porejemplo, si 4= [0 11 J y B= [7 —9J , entonces la
00 3 6 6
matriz ampliada es P 3x2

1 2 -1 2 5
(A | By=|0o1 1 7 -9
00 3 6 6

Ahora, para calcular la inversa de una matriz cuadrada A mediante
operaciones elementales debemos hacer uso del siguiente teorema:

donde I representa la matriz idéntica del mismo orden de A.

Lo anterior significa que partimos con la matriz ampliada (A | I) vy
mediante operaciones elementales intentamos generar la matriz idéntica
donde esta la matriz A y a la par efectuamos las mismas operaciones sobre la
idéntica, si el proceso llega a su término tendremos donde estaba la matriz A
a la idéntica y donde estaba la idéntica tendremos la inversa de A. Ademas, si
el proceso no es posible finalizarlo significara que la inversa no existe.
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| EJERCICIOS

I MATRICES I

[1] Escriba:

a) un ejemplo de matriz de orden 2 x 3 cuyos elementos sean nimeros reales.

b) un ejemplo de matriz cuadrada de orden 2 cuyos elementos sean nimeros

complejos.

[2] Escriba los elementos de las matrices A = (a;;)ox3 ¥ B = (bi;) € M3(R)

definidas como:

1 ,Sli=j
;i = s . .
" =g ySii# ]

[3] Calcule A+ B para

[ -1 3 0 1 -1 2
DA=1 1 o]y B_[z —1 3}

(1 -1 4
DA=1{3 2 1 |yB=[1 —i 1+i]

—1 3 0
[4]Calcule—5-AconA=[ L 0]
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[5] calcule A— B para

DA=(1 2 i)y B=(—-1 2 i—1)
[6] calcule A-B y B-Apara

1 -1
2 0y 5=y
3 5

a)A =

b)A = [?1’ (2)} y B=[3 —4]

[7] Escriba:

) la matriz nula de orden 2 x 3 y la de orden 3

) las matrices idénticas de orden 2 y de orden 3

) dos ejemplos de matrices fila

) dos ejemplos de matrices columna

) dos ejemplos de matrices diagonales

) dos ejemplos de matrices escalares

)un ejemplo de matriz triangular inferior y otro de matriz triangular superior

a
b
C
d
e
f
g
h) en forma general, la matriz tridiagonal de orden 4 con elementos reales

[8] Obtenga la traspuesta de las siguientes matrices

1 -3
a)A= 1|5 7
12 =5
0 a —a
b)B = a 0 a |],aeR
—a a O/
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[9] Verifique si las siguientes matrices son simétricas.

1 -1 1
aoC=12 1 1
1 1 1

2 —1
“)A__1 0

[0 a O
bB=|—-a 0 0

| 0 00

c¢) La matriz nula de orden 3

[11] Una matriz cuadrada de elementos reales se dice involutiva si su
cuadrado coincide con la idéntica del mismo orden. Es decir, A es involutiva si
ysolosi A% =1.

Obtenga dos ejemplos de matrices involutivas de orden 2

[12] Una matriz cuadrada de elementos reales se dice idempotente si su
cuadrado coincide con ella misma. Es decir, A es idempotente si y solo si
A? = A,

Obtenga cuatro ejemplos de matrices idempotentes de orden 2

[13] Una matriz 4 € M,(R) se dice nilpotente de indice k si existe un
numero natural k, que es el menor posible, tal que A* = ©,,.

Obtenga un ejemplo de matriz de orden 2 nilpotente de indice 2, distinta de la
nula.
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[14] Una matriz 4 € M,(R) se dice periédica de periodo k si existe un
numero natural k, que es el menor posible, tal que A* = A.

Obtenga dos ejemplos de matrices de orden 2 periddicas de periodo 3,
distintas de la nula.

[15] calcule las inversas de

[a b
a)A = ¢ d},conad—bc;«éo

1 -1 2 4
[17] Obtenga Fy(—2)(A) y F3(3)(A) si A= (2 0 0 —1)
4 8 2 —4
1 -1 2
[18] Obtenga (Fo(—2)+ F)(A) y (F5(3)+F)(A) siA=|0 0 1 ]
0 2 —4

[19] Calcule la inversa de las siguientes matrices usando operaciones
elementales

1 -1 2
a) A=10 0 1
0 2 —4

5[} 1
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[20] sea A = (a;;) € M3(R)la matriz definida de la siguiente manera:

a;1 :21,22 1,2,3

_ =y i
aij— (i+j—1) 72_172,37.7_273

a) Escriba explicitamente la matriz A.

b) Emplee operaciones elementales para determinar si esta matriz es inversible
y encuentre la inversa en caso de que esta exista

c) ¢;Es triangular la matriz A?

4 0 0 1 1 1
[21] Seanlasmatrices A={1 0 0 |[;B=|1 0 -1
00 -1 0 0 1

a) Calcule 4> -3B%+101;

b) Emplee operaciones elementales para determinar si la matriz B es invertible
y encuentre la inversa en caso de que esta exista

c) Calcule (AB)"y compare el resultado con BT - AT

[22] Se dice que una matriz cuadrada Aes ortogonal ssi A~' = AT, que es lo
mismo que escribir Aes ortogonal ssi A AT = 1.
Muestre que

cos(a) 0 sen(a)
A= 0 1 0 |,acR

—sen(a) 0 cos(a)

es ortogonal, utilizando operaciones elementales.
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[23] sear(o) = (ool T oed?).

[24] oObtenga todas las matrices que conmuten en M,(RR) con (:1)) Z)

[25] Muestre que la propiedad (4 - B)™' = B~!. A~! se verifica para

1 -1 0 2 -1
A=[0o 1 1]y B=|1 o0
0 0 1 1 1

[26] Encuentre matrices en M,(R) que verifiquen las propiedades
siguientes:

S = O

a) AB=0;A#60;B#0
b) A2=0; A+0
C)AB=0©y BA#0O
d)A2=A; A+

e) AB=AC; B#C
fyAT = A; A# L

8) AB =L A# I,

Obs.: 1) © representa la matriz nula.
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2) I, representa la matriz identidad de orden 2.

[27] Considere dos matrices triangular superior de orden n. ;Qué sucede con
la suma y con el producto?.

Haga el mismo estudio anterior para matrices diagonales y escalares. ;Qué
concluye?.

[28] Dadas las matrices:

S| =

1414 -
9 3 y B=

— 1 _ —

G+ 1)

Calcule AB; BA; A?; B?; (A+ B)?; (A—B)*; (i—1) A.

1 =i 1-4?
[29] Seaa=| 0 1 -2

-1 1 0
Obtenga las siguientes matrices:

a) Al

b) [(Fi(~1)+ F) + Far | (4)
Q) —(1+i)-A

d) [Fi(—3)(A4)]- I'

[30] Muestre quela inversa de una matriz triangular superior de orden 3,
cuando existe, es siempre triangular superior.

[31] a) Recordemos que a;;,i=1,2,3,...,n indica cuales son los elementos
que estan en la diagonal principal de una matriz A = (a;;) € M,(R).

Escriba expresiones generales que muestren cuales son los elementos que estan
en la superdiagonal, en la subdiagonal y en la diagonal secundaria.
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b) Si A= (a;;) € M,(R), entonces escriba una formula para calcular la suma de
los elementos de una fila cualquiera de la matriz.

1 a O d 0 0

[32] Dadas las matrices A= {0 1 aly D=]0 d 0|, acR,deR,
0O 0 1 0 1 d

calcule:

a) D* - AT

b) (D1 + (D7) —a A

[33] calcule, usando operaciones elementales, la inversa de la matriz

1 -2 0
A=13 -1 1
0o 1 1

[34] Sea A € My (R) dada por

1 . .
P N R
0 L i+ <2
a)Obtenga A
b) Verifique si 34 — 3AT es antisimétrica

¢)Calcule [(10A4 - AT)]!

d)Averigue si A1 . (AT . AT . A = [1 — 1]

1 Ll
[35] Muestre que si A = (a;;) € M3(R), con a;; = { 5 asili—gl <2

i
0 , N caso contrario
entonces (AT)? es simétrica.
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[36] Muestre que siA=LDL" € M,(R), donde L y D son matrices de
ordenes apropiados y ademas D es una matriz diagonal, entonces A es
simétrica.

air a2 a3 ay

[37] Dada la matriz A= | %2 @2 92 @41 eyprese simbolicamente lo
azyr ag2 Aazz a3q
aq1 Q42 Q43 Q44

siguiente :

a) Los elementos de la diagonal secundaria.

b) La suma de los elementos de la superdiagonal.

¢) El promedio de los elementos de cada columna.

d) Generalice los resultados anteriores para una matriz A € M,,(R), n € N

[38] Muestre que siA = [? :i’], entonces la segunda fila de (A4%) 'es

distinta de la nula

[39] Muestre quesi A y B son ortogonales, entonces A- B también lo es.

1 1 0
[40] verifiquesiA=| —1 2 1 |esortogonal
0 1 -1

aj=51, i=1,2;j=1,2,3

bij= g i=1,25j=1,2,3
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i > 2

[42] sea A € My,.5(R) dada por aij:{é_l)(i+j) itj<o

Calcule: a)34 b) %(A - AT)

1 -1 2 10 —1
[43] Seana=| 0 2 4 |yB=|01 —-2].
-3 2 -1 10 1

Usando operaciones elementales calcule (AT)~!. B!

[44] calcule A;l (x), usando operaciones elementales, donde

para f(z) = —2x + 1.

tExiste A;1(1)?

1481 o (01520 s 4 [} 51

[46] Obtenga dos matrices de orden 3, distintas de la idéntica y de la nula,
para las cuales se cumpla la conmutatividad de la multiplicacion
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I 1

) 1
T3 1
[47] six =
x.” nx2
a) XT X HXTY
[0 -1
[48] si At=|2 1
1 o
elementales.

1
Y2

Ys
Y=1. , entonces calcule:

nx1

0

— 1, entonces obtenga A, usando operaciones
N

[49] Muestre que si A es una matriz cuadrada tal que A+ 37y A— 31 son
ambas ortogonales, entonces A es antisimétrica.
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PROBLEMAS RESUELTOS
MATRICES

Escriba:
a) un ejemplo de matriz de orden 2 x 3 cuyos elementos sean nimeros reales.

b) un ejemplo de matriz cuadrada de orden 2 cuyos elementos sean nimeros
complejos.

Solucion:

a) Un ejemplo de matriz de orden 2 x 3 con elementos reales puede ser

1 -1 0
A‘(o 3 5)

b) Un ejemplo de matriz cuadrada de orden 2 con elementos complejos puede
ser

2

Escriba los elementos de las matrices A= (a;;)2xs Y B = (b;;) € M3(R)
definidas como:

1 ,Sii=7
a;; = 1 L
Y = o SiiF]
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Solucion:

La matriz A es de orden 2x 3 y la escribiremos en forma general para
determinar cuales son sus elementos, pues éstos dependen de los indices i y j.

1 1
A_{an a12 a13]_[ 1 1-2 —3]_[1 -1 —%]
= — ) ] —
a1 G2 Q23 51 1 573 1 1 -1

—_

La matriz B es cuadrada de orden 3 y para obtener sus elementos la
escribiremos en forma general.

bii bz bis (=D (= (=i
B = b21 b22 b23 — ( _ 1)2+1 ( _ 1)2+2 ( _ 1)2+3
bsi bz bss (=13 (=132 (—=1)33
1 -1 1
—1 1 —1
1 -1 1

1 -1 1
B={|-1 1 -1|[]
1 -1 1
3

Calcule A + B para
(-1 3 0 1 -1 2

DA=1 1 0} y B_{2 —1 3}
[1 -1 4

b)A= |3 2 1 |yB=[1 —i 1+i]
5 i 1—i
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Solucion:

1 3 0], [1 -1 2
“)A+B—[1 ~1 O]+[2 ~1 3]_

—1+1 3+(—=1) 0+2] [0 2 2
1+2 —14(—-1) 0+3| |3 -2 3

, Jo 2 2 =1 3 0 Cfro—-1 2
..A+B—[3 .y 3} paraA_[ 1 1 0} y B_{Q 1 3}

b) La matriz A es cuadrada de orden 3 y la matriz B es de orden 1 x 3, luego de
acuerdo a la definicién de suma de matrices es imposible sumar dos matrices
que tengan ordenes distintos.

En definitiva, A+B no existe con A=

B=[1 —i 1+i4] []

4
-1 3 0

Calcule—5-AconA:[ 1 4 0]

Solucioén:

A s 130 _[(=5)(=1) (=5@3) (=5(0)] _

oA ° [1 -1 0} [(—5)(1> (=5(=1) (—5)(0)

5 )0
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Calcule A — B para

A A

D)A=(1 2 i)y B=(-1 2 i—1)

Solucion:

R ER R A

2a — 2a
0 0

. | 2a | a —-a | —a a
..A—B_[O 0 }paraA_[_a a]y B_[_a a}

DA-—B=(1 2 i)+(-1)(-1 2 i-1)=
(1 2 i)+(1 —2 —i+1)=(2 0 1)

JA-B=(2 0 1) parad=(1 2 i)y B=(-1 2 i-1)[1

6

Calcule A-B y B- A para

1 -1
DA=12 4 |y B:“ _14 ﬂ
3 5

by A= [51)’ g} y B=[3 —4]
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Solucion:

a)La matriz A es de orden 3 x2 y la matriz B es de orden 2 x 3, luego el
numero de columnas de A, que es 2, coincide con el nUmero de filas de By es
posible calcular A - B que sera una matriz cuadrada de orden 3.

(DO + (=D O(=49+(-11) O)B)+(-1)(1)
@M +@HD) (= +@HO) 2B+ @) | =

L BM+6)M)  B(=9+06G)1)  B)B)+(B)1)
[1-1 —4—-1 3-1 0 —5 2
244 —8+4 6+4|=[6 —4 10
345 —124+5 9+5 8 —7 M}

0 —5 2 1 -1

1 -4 3

J.A-B=|6 —4 10| parad=|2 4 |y B=

[8 —7 M] 3 5 ] {1 ! J

Ahora al calcular BA nos damos cuenta que el niUmero de columnas de Bes 3y
el niumero de filas de A es 3, por lo que es posible calcular BA que sera
cuadrada de orden 2.

(1-849 —1-164+15] [2 -2
1+2+43 —144+5 | 8
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b) En este ejercicio notamos que A es una matriz cuadrada de orden 2 y B es
de orden 1 x 2, luego al intentar calcular A-B nos damos cuenta que el
numero de columnas de A, que es 2, no coincide con el nUmero de filas de B,
que es 1, por lo que el producto A-B no existe. En cambio, al intentar
calcular B - A notamos que el niUmero de columnas de B, que es 2, coincide
con el nimero de filas de A, ademas el orden de B - A sera 1 x 2.

Calculemos el producto B - A:

3 2
B A=[3 —41[1 0}=[<3><3>+<—4><1> (3)(2) + (—4)(0)] =
[9—4 6+0]=[5 6]

""B-A=[5 6] para B=[3 —4]y A:[?l’ (2)} H|

7

Escriba:

a) la matriz nula de orden 2 x 3 y la de orden 3
b) las matrices idénticas de orden 2 y de orden 3

c¢) dos ejemplos de matrices fila

d) dos ejemplos de matrices columna

e) dos ejemplos de matrices diagonales

f) dos ejemplos de matrices escalares

g) un ejemplo de matriz triangular inferior y otro de matriz triangular superior
h) en forma general, la matriz tridiagonal de orden 4 con elementos reales

Solucion:

a) La matriz nula de orden 2 x 3 es © = [8 8 8]

[O 0 01
La matriz nula de orden 3es©= {0 0 0 []
[O 0 OJ
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b) La matriz idéntica de orden 2 es I, =1 = [1 0]

1 0 0
La matriz idénticadeorden3esIs;=1= |0 1 0 |:|
0 0 1

c¢) El primer ejemplo de matriz fila puede ser:

A=(1 -3 5)

En este caso el orden es 1 x 3 y los elementos son nUmeros reales.
El segundo ejemplo de matriz fila:

B=(i+1)

En este caso el orden es 1 x 1y el elemento es un nUmero complejo. |:|

d) El primer ejemplo de matriz columna puede ser:

A:

o O O

En este caso el orden es 3 x 1 y los elementos son nimeros reales; ademas
podemos decir que A es nula.

El segundo ejemplo de matriz columna:

()

En este caso el orden es 2 x 1y los elementos son nimeros reales. [_]

e) El primer ejemplo de matriz diagonal es:

0
0
1 —2

Dy =

o O
o w o

En este caso el orden es 3 x 3 y los elementos son nUmeros complejos.
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El segundo ejemplo de matriz diagonal es:

-1 0
v )
En este caso el orden es 2 x 2y los elementos son n(imeros reales. [_]

f) El primer ejemplo de matriz escalar es:

b =

o O W
oS W o
wWw o O

En este caso el orden es 3 x 3, los elementos son nimeros reales y el escalar
considerado es k = 3.

El segundo ejemplo de matriz escalar es:

—1 0
=50 0
En este caso el orden es 2 x 2, los elementos son nimeros reales y el escalar
considerado es k = — 1.

¢) Una matriz triangular inferior puede ser:

~
I
oo w
o wo
wo o

En este caso el orden es 3, los elementos son numeros reales y también puede
ser concebida como matriz triangular superior.

Una matriz triangular superior puede ser:

=0 3)

En este caso el orden es 2 y los elementos son n(imeros reales. [_]
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h) La matriz tridiagonal general de orden 4 es:

ai a12 0 0 -|
A= | agn axp axs 0 | ’

0 azxp as axu

O 0 a43 Q44

CON ay1, @12, A21, A22, 423, U32,A33, A34, 43, Agq € R D

8
Obtenga la traspuesta de las siguientes matrices
(1 -3
a)A=1|5 T
2 -5
0 a -—a
b)B = a 0 a }|,a€eR
—a a O
Solucién:

a) En este caso la matriz A es de orden 3 x 2, por lo tanto la traspuesta tendra
orden 2 x 3.

1 5 2
T _
=57

Notemos que la primera columna de la matriz A es la primera fila de la matriz
ATy la segunda columna de la matriz A es la segunda fila de la matriz A”.

b) En este ejercicio la matriz B es cuadrada con elementos reales y de orden 3,
por lo tanto BT también sera cuadrada de orden 3.

0 a —a
BT = a 0 a
—a a 0

Observamos que BT coincide con B; cuando sucede esto estamos frente a una
matriz llamada simétrica. [_]
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Verifique si las siguientes matrices son simétricas.

1 -1 1
ogCc=12 1 1
1 1 1

Solucién:
a) En este caso la matriz es de orden 1 x 2 y la simetria es una caracteristica
reservada exclusivamente para las matrices cuadradas, por lo tanto, no tiene

sentido hablar de simetria al trabajar con matrices no cuadradas.

b) En este ejercicio la matriz B es cuadrada de orden 2 y notamos que

bis = — 2 = by, por lo tanto B es simétrica, porque BT = [ _12 _32} = B.
c)En este caso la matriz es cuadrada de orden 3, pero cjo = — 1 # 2 = ¢y.
1 2 1 1 -1 1
Luego C no es simétrica, porque C"' = | -1 1 1|{# |2 1 1|=C |:|
1 1 1 1 1 1
10

Verifique si las siguientes matrices son antisimétricas

(2 —1
10

0
b)B=| —a
0

o O Q
o O O

c¢) La matriz nula de orden 3
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Solucion:

a)En este caso la matriz es de orden 2 y observamos que a;; = 2 # 0, esto
muestra que A no es antisimétrica.
Otra manera de mostrar lo mismo es calcular A”y compararla con — A:

S Y T F e R

b) En este ejercicio la matriz B es cuadrada de orden 3 y notamos que todos
los elementos de la diagonal principal son ceros y que by, =a= — by,
biz =0= — b3, byg = 0= — b3y, por lo tanto B es antisimétrica.

Otra manera de mostrar lo mismo es calcular B” y compararla con — B:

0 a 01" [0 —a 0 0 a O
Bl=|—-a 0 0 =|la 0 O|=-|—-a 0 0|=-RB
0 0 0 0 0 0 0 0 0
c) En este caso la matriz es cuadrada de orden 3 y se cumple que 67 = — 0,

por lo que la matriz nula de orden 3 es antisimétrica.

11

Una matriz cuadrada de elementos reales se dice involutiva si su cuadrado
coincide con la idéntica del mismo orden. Es decir, A es involutiva si y solo si
A2 =1.

Obtenga dos ejemplos de matrices involutivas de orden 2

Solucion:

Sea A = [z Z] una matriz cualquiera de orden 2 con elementos reales.
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Tenemos que

A2:A~A:[a b}'[a b]:[aQ—i-bc ab+bd]
c

d c d ac+dc cb+d?
Luego
2

9 a“+bc ab+bd| |1 O
A _Ij[ac—i—dc cb+d*| |0 1
a’?+bec=1 (1)
ab+bd =0 (2)
ac+dc=0 (3)
cb+d*=1 (4)

De la ecuacion (2) se tiene que:
bla+d)=0=>b=0V a= —d
Supongamos en lo que sigue que b = 0.
Reeplazando b = 0 en la ecuacion (1):
a?+0)(c)=1=da’=1=a=1V a= —1
Reemplazando b = 0 en la ecuacion (4):
)O0)+d2=1=d?=1=d=1V d= —1
Notemos que de la ecuacion (3) se tiene:
cla+d)=0=c=0V a= —d

Lo anterior muestra que podemos elegir por ejemplo:
b=0,a=1,d= —1, y c cualquier valor.

Por lo tanto dos matrices involutivas pueden ser:

wefea =l 2]
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1 0 1 0 1 0
2 _ _
Ay = 3 —1] [3 -1 1 =1
1 0 1 0 1 0]
2 __ _ _
4; = 5 —1] |5 —-1] |0 1__I|:|

12

Una matriz cuadrada de elementos reales se dice idempotente si su cuadrado
coincide con ella misma. Es decir, A es idempotente siy solo si 4% = A.
Obtenga cuatro ejemplos de matrices idempotentes de orden 2

Solucion:

a
b
inicial es absolutamente arbitraria y se elige esta porque es mas facil trabajar
con dos incognitas (a y b) que trabajar con tres o cuatro.

La forma inicial de la matriz la podemos elegir a nuestro gusto, para comenzar
a trabajar.

Sea A = [ Z} una matriz de orden 2 con elementos reales. Esta estructura

Tenemos que

2_._ab‘ab_atz-l—b2 2ab
A=A A_[b a] [b a}_[ 2ab  a®+1?

2 | 12
9 a”+b 2ab | |a b
A _A:[ 2ab o> +b?|  |b a| T
a?+ b’ =a (1)
2ab = b (2)
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De (2) se tiene que:
20b-b=0=b2a—1)=0=b=0 V a=1
Si reemplazamos b = 0 en la ecuacion (1) se tiene que:

a?+0=a=d*=a=ad>-a=0=a(a-1)=0=a=0 V a=1

De estos resultados obtenemos dos matrices:

(a 0] [0 0
Al__b al] |0 0
[a b 1 0]
AQ:_b a_:_O 1_

Lo anterior nos dice que las matrices nula e idéntica son idempotentes.

en la ecuacion (1) se tiene que:

NI

Por otro lado, si reemplazamos a =

1

NP

- o M1 1
A — a bl |3 3
570 al| |1 l]
- L 2 2
A__a b__—% —%
70 e | L L
- - L 2 2

Finalmente podemos decir que cuatro ejemplos de matrices idempotentes
pueden ser:

0 0]
Al_ _O 0- _@2
1 0]

Ay = 0 1) =1
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Una matriz A € M,,(K) se dice nilpotente de indice k si existe un numero
natural k£, que es el menor posible, tal que A* = ©,,.

Obtenga un ejemplo de matriz de orden 2 nilpotente de indice 2, distinta de la
nula.

Solucion:

a
b
arbitraria, esto significa que podemos elegir una estructura diferente para
comenzar a trabajar.

Sea A = { i} una matriz de orden 2. Notemos que esta estructura inicial es

Tenemos que

9 4 _ab.ab_a2+b2ab+bc
AT=A4 A_{b C} [b C]_[ab—i-bc b? + c?

2, 12
9 a“+b- ab+bc| [0 O
A _@2:>{ab+bc a2 |0 0|7
a2+ 17 =0 (1)
ab+bc =0 (2)
b2+c2=0 (3)

De (1) se tiene que:

a?= —b*=a==+bi
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De (2) se tiene que:
bla+c¢c)=0=b=0V c= —a

De lo anterior concluimos que una matriz nilpotente con k& = 2 puede ser:

a b bi b
A:{b c}:[b _bi},conbeﬂ%

En particular, una matriz nilpotente de indice k =2es: A= [7’ L } |:|

14

Una matriz A € M,(R) se dice periddica de periodo k si existe un nimero
natural k£, que es el menor posible, tal que A* = A.

Obtenga dos ejemplos de matrices de orden 2 periddicas de periodo 3,
distintas de la nula.

Solucion:

La matriz T = [ _01 (1)} es perodica de periodo 3, pues

s ([—-1 0] [-1 0]\ [-10]_ft o] [-10]_[-10
N 0 1 0 1 0 1{ |0 1 0 11 | 0 1

=T

Ademas la matriz — I, es periodica de periodo 3 pues

(~1) = (-1 = ~ L

Finalmente, los dos ejemplos de matrices periddicas de periodo 3, distintas de
la nula, son:

S IR I s

W43 N
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Calcule las inversas de

[a b

a)A = ¢ d},conad—bc;«éo
1 —1

b) B = 3 2 ]
1 1

c) C = L 1]

Solucion:

a) Usando la definicion tenemos que si A~! = [i i], entonces

et S 2o -

c d z w 0 1
ar +bz =1 (1)
ay +bw =0 (2)
cx+dz=0 (3)
cy+dw=1 (4)

Multiplicando la ecuacion (1) por — ¢, con ¢ # 0, y la ecuacion (3) por a, con
a # 0, se tiene que:

—car—cbz= —c

acr+adz=0

Sumando las ecuaciones anteriores:

(ad —bc)z= —c= 2= —5, conad—bc#0.

Reemplazando el valor de z recién calculado en (3) se tiene que:

—d —c d
c

_ _ =d _ _ _a
ca:——dz:>:c—cz:>:c— e = L = i e

Multiplicando la ecuacion (2) por — ¢ y la ecuacion (4) por a se tiene que:
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—acy —bcw =20
acy+adw=a

Sumando las ecuaciones anteriores se tiene que:

(ad—bc)w:aéw:m

Reemplazando este resultado en (2):

b _a —b
a

b _—b
w+tbw =0=ay= -bw=y= - w=y= —_ a0 S Y= T

Por lo tanto

A1 — {Jf y] — | ad=bc  ad—bec | — ﬁ [ - }
Z W —c —a aa—oc [ — ¢ a
ad—be  ad—be

Finalmente, podemos decir que:

-1
[Z Z] :adibc[_dc _ab],COHGd—bc;AO

El desarrollo anterior demuestra lo indicado en 28

1 -1

b) Para calcular la inversa de B = [3 9

} usaremos la formula obtenida en

el ejercicio anterior.
Notemosque: a=1,b= —1,¢c=3y d=2.
Luego

ad—bc=1-2—(—-1)-3=24+3=5#0

En este caso vemos que es posible calcular la inversa de B.

2
T ad=bc | —¢ a 5 =3 1| _%

;Es posible verificar si la inversa calculada recién esta correcta?.
La respuesta es afirmativa. Si pensamos en la definicion de inversa notamos
que B - B~! debe ser igual a la idéntica de orden 2.

U= Ot =
| |
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Esto muestra que la inversa que calculamos es correcta.

Y= U=
o Gt =
Ul po Ot =

_|_

c¢) Notemos que para C = [1 ” se tiene que ad —bc=1—-—1=0, por tal

motivo podemos decir que ! no existe. [_]

16

Obtenga Fy(A) y Fi3(Fi2(A4)) si A=

Solucion:

Calculemos en primer lugar F5(A), es decir, debemos intercambiar las filas 1y
2 de A.

2 1
Fu(A)=1(1 -3
0 0
Ahora calculemos Fj3(F12(A)) , recordando que Fy(A) = Fi5(A).

2 1 0 0
1 3})[1 3][]
0 0 2 1

Fi3(Fi2(A)) = F13<

17

Obtenga F»(—2)(A) y F3(

N —

4 8 2 -4

1 -1 2 4
)(A) siA(Q 0 0 1)

H51H



Solucion:

Calculemos Fy( — 2)(A)

( 1 —1 2 \ ( 1 -1 2
F(=2)(A)=1(-2)(2) (=2)0) (=2)(0) (=2)(=1) )= -4 0 0
\ 4 8 2 —4 / \4 8 2

Ahora, para calcular F;;(%)(A) multiplicamos cada elemento de la fila 3 de A
por % para obtener:

1 -1 2 4
Fg(%)(A)<2 0 0 1)[]

2 4 1 =2

18

Obtenga (Fy(—2)+ F1)(A) y (Fs(3) + Fa)(A) si A=

Solucion:

Calculemos (Fy( — 2) + F1)(A). Para ello multiplicamos los elementos de la fila
2 de A por el escalar —2 y el resultado se lo sumamos a los elementos
correspondientes de la fila 1 de A.

1+0)(-2) —-140)(—-2) 24+(1)(—-2) 1 -1
(Fy(—=2)4+ F)(A) = 0 0 1 } = {0 0
0 2 —4 0 2

Ahora, para calcular (Fg(%) + F5)(A) multiplicamos cada elemento de la fila 3

de la matriz Apor % y los resultados se suman con los elementos

correspondientes de la fila 2 para obtener:
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1 —1 2
(F3(3)+B)(A) = | 0)(3)+0 @) +0 (-9(3)+1| =
0 2 —4
1 -1 2
o 1 -1
0 2 —4

Calcule la inversa de las siguientes matrices usando operaciones elementales

1 -1 2
a) A=10 0 1

0 2 —14

1 2
o=, 1]

Solucion:

a) La matriz ampliada (A | I) en este caso es

S = O
— o O

1 1
(Al1)y=]0 0o 1 | 0
0 0

Transformemos la matriz A en la matriz idéntica mediante operaciones
elementales y efectuemos al mismo tiempo las mismas operaciones
elementales sobre la idéntica de orden 3.

[1—12|100W [1—12|100W
(AlTy=]0 0 1 | o1 o|l~%™lo 2 —47]001
[02—4|001 0 0 1|010J
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1 =1 2 | 1.0 0
NF2(1/2) 0 1 -9 | 00 1/2 NF3(2)+F2§F3(_2)+F1
0 1 | 01 o0
1 -1 0|1 -2 0 1 00 | 10 1/2
0 1 0o 2 12|~BMRIg 1 9 | 0 2 172
0O 0 1 | 0o 1 0 001 | 01 O
[1 0 1/21
De lo anterior concluimos que A=! = |0 2 1/2J.
01 0

Siempre es posible comprobar que el resultado obtenido es el correcto
multiplicando la matriz dada por la inversa calculada lo que debe dar la
idéntica. En efecto

1 -1 2 1 0 1/2 1 0 0
A-Ar=]0 0o 1 |-]o 2 1/2]=|0 1 0o|[]
0 2 —14 01 O 0 0 1
b)Para B = 9 ﬂ se tiene que la ampliada es:
(12 | 1 _
(B|I) = ) } ~ F1(=2)+F
1 2 | 1 0 o B(-1/3)|1 2 |1 0 L B(-2)+R
0 -3 | -2 1 01 | 2/3 —-1/3
10| —-1/3 2/3
o1 | 2/3 -1/3
De lo anterior se concluye que B! = -1 2B 1 -2
2/3 —1/3 3 -2 1

Comprobemos que el resultado obtenido es el correcto.
4 op_ 1|1 -2 (1 2] _ 1[=-3 0| _1{10
BB—3[—21][21_30—3_01D
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c) La matriz ampliada (C | I') en este caso es

1 -1 |
1 1 |
3

2
(Cl1)=11
3 |

o O
o = O
— o O

Debemos, mediante operaciones elementales, obtener la idéntica donde
aparece la matriz C, y a la vez debemos realizar las mismas operaciones
elementales sobre la idéntica.

21 —1 ] 100
(Clry=|11 1 | 010
33 3 | 001
/2 —1/2 | 1/2 0 0
B2 | g 1 ] 0 10
3 3 3 ] 0 01
/2 —1/2 | 1/2 0 0
~ Fi(=D+Fs Fi(=3)+Fs | 1/2 3/2 | —-1/2 1 0
0 3/2 9/2 | -3/2 01
1 12 —1/2 | 1/2 0 0
~ F2(2) 0 1 3 | -1 2 0
0 3/2 9/2 | -3/2 0 1
/2 —1/2 | 12 0 0
~ B(=3/2+F | 3 | -1 2 0
0 0 o | 0 =31

En este punto observamos que la tercera fila se ha hecho igual a la nula, esto
muestra que es imposible transformar la matriz C en la idéntica como se
pretendia; a partir de esto podemos decir que la inversa de C no existe o de
forma equivalente la matriz C no posee inversa.
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Se dice que una matriz cuadrada Aes ortogonal ssi A=t = AT, que es lo
mismo que escribir Aes ortogonal ssi A AT = 1.

Muestre que

A 0 1 0

—sen(a) 0 cos(a)

cos(a) 0 sen(a)}
,a €R

es ortogonal, utilizando operaciones elementales.

Solucion:

Calculemos la inversa de A usando operaciones elementales

cos(a) 0 sen(a) | 1 0 O .
(AlIl) = 0 10 | 01 0]|— PG concos@r
—sen(a) 0 cos(e) | 0 0 1
1 0 zf)Z((z)) | cosl(oz) 0 0 Fi(sen(a))+F (0)£0
sen(a 3, con sen(a
0 1 0o | o 10| ’
—sen(a) 0 cos(a) | 0 0 1
sen(a) 1
10 cos(a) | cos(a) 0 0
0 1 0 | 0 1 0} =
0 0 sen’(a) sen(a)
cos(a) + cos(a) | cos(a) 0 1
sen(a) 1
1 0 cos(a) | cos(a) 0 0
0 1 0 | 0 1 0} =
0 0 sen?(a)+cos?(a)) | sen(a) 0 1
cos(a) cos(a)
10 sen(«) | 1 0 0
cos(a) cos(a)
01 0 | 0 10| Pos@)
1 sen(a)
0 0 cos(a) | cos(a) 0 1
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sen(a) 1
( 0 | 00 )
cos(a) cos(a) Fy(—2lay
o e g | o Bl
0 1 | sen(a) 0 cos(w)
S€n20l
( 0 | - COS((Q)) =+ Cosl(a) 0 —sen(a)\ B
k | 0 1 0 ) =
1| sen(a) 0 cos(a)
S€n20l
(1 0 0 | 1cT(oz()) 0 —sen(a)\ -
ko 1 0 | 0 1 0 ) =
0 01 | sen(fa) 0 cos(a)
C082a
/1 0 | COS((Q)) 0 —sen(a)\
ko 0 1 0 ) =
0 0 1 | sen(a) 0 cos(a)
1 0 0 | cos() O —sen(a)
0101 o0 1 0
0 0 1 | sen(a) 0 cos(a)
(cos(a) 0 —sen(a)\
De lo anterior, se tiene que A~! = 0 1 0 = AT
sen(a) 0 cos(a) }

Por lo tanto, A es ortogonal.
En el desarrollo anterior, hemos supuesto que cos(a) #0 y sen(a) # 0, pero
notemos que

a) si sen(a) =0, entonces cos(a) =1 6 cos(a) = —1, es decir, la matriz

cos(a) 0 sen(a) 1 00
original seria A = 0 1 0 0 1 0] que es ortogonal, o
—sen(a) 0 cos(a) 0 0 1
-1 0 O 10 0
seria A= 0 1 0 [=—-|0 —1 0] quetambién es ortogonal.
0O 0 -1 0O 0 1

Tarea: Verifique que las matrices obtenidas son ortogonales.
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b) si cos(a) =0, entonces sen(a) =1 &6 sen(a) = —1, es decir, la matriz
cos(a) 0 sen(a)}

original seria A = 0 1 0

0 0 1
=11 0 1 0| que es ortogonal
-1

—sen(a) 0 cos(a) 0 0
pues
0O 0 1 0 0 -1 1 0 0
AAT = 0 1 0 0 1 0 =10 1 0},
-1 0 0 1 0 O 0 0 1
0 0 -1
oseria A= |0 1 0 | quetambién es ortogonal, pues
1 0 0

0 0 -1 0 0 1 1 0 0
AAT =10 1 0 0 1 0j=10 1 O
1 0 0 -1 0 0 0 0 1

Tarea: Verifique que las matrices obtenidas son ortogonales.

cos(a) 0 sen(«)

Lo anterior muestra que A= 0 1 0 es ortogonal para
—sen(a) 0 cos(a)

cualquier valor o e R[]

23

[ cos(B) —sen(pB)
Sea R(f) = (Sen(ﬂ) cos(B) )

Calcule:

a) k(61) R(G2)
b) R(1 + 52)

) R(B1) + R(52)
d) [R(B)]*
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Solucion:

a) B3 () = (ool o)) (conll) et

_ ( cos(f1) cos(f) — sen(B1)sen(PB2) — cos(B1) sen(B2) — sen(By) cos(f2) >
sen(Br) cos(B2) + cos(Br) sen(B2)  — sen(B1) sen(B2) + cos(Br) cos(Ba)

_ (cos(ﬁ1 +062) —sen(Bi+ 52)) = R(
sen(f1 + B2)  cos(B1 + () B

b) R(f: + B2) = R(61) R(5), por lo anterior. []

) R(5) + R() = (o t) et ) () )

_ [ cos(Br) 4 cos(B2)  — sen(fr) — sen(fs)
B ( B1) + sen(Bs)  cos(Br) + cos(5) ) D

d) [R(5)]* = ((?) P o ))(ZZZ% el ))

_ (cosQ( ) —sen?(B)  —2cos(B) sen(B) )
) —sen’(B) + cos® ()

cos(2B8) —sen(26)) _
(sen(2ﬁ) cos(203) > = R(20) D

24

Obtenga todas las matrices que conmuten en M5 (RR) con (; i)

Solucion:

Recordemos que dos matrices Ay B conmutan cuando AB = BA
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1 2 a b
SeanA:(3 4)yB:(C d)

Luego

AB— 1 2 a b\ (a+2¢ b+2d
- \3 4 d) \3a+4c 3b+4d

BA— a b 1 2\ [(a+3b 2a+4b
“\ec d 3 4) \c+3d 2c+4d

Igualando las matrices anteriores, se tiene:

o

B a+2 b+2d\ [(a+3b 2a+4b
AB_BAj(3a+4c 3b+4d)_(c+3d 2c+4d)

a+2c=a+3b=2c=3b (1)
b+2d=2a+4b=2a+3b—2d =0 (2)
3a+4c=c+3d=3a+3c—3d=0 (3)
3b+4d = 2¢ + 4d = 3b = 2¢ (4)

Observamos que las ecuaciones (1) y (4) nos entregan la misma informacion, es
decir, b = % c.Reemplazando esto en (2), se tiene:

2a4+2c—2d=0=a+c—d=0 (5)

Observamos que (5) es equivalente a (3), luego d = a + ¢

Finalmente, las matrices que conmutan con <i1)> Z) son de la forma

2
(a b): @ 3¢ ,cona,c € R
c d c a+c
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1 -7 1—14?
Sea A = 0 1 -2
-1 1 0

Obtenga las siguientes matrices:
a) Al

b) |(Fi( = 1)+ B) + Fa (4)

Q) —(1+i)-A

d) [F(=3)(A)]- I'

Solucion:

Tenemos que > = — 1, por tanto A = ( 0

1 0 -1
a)Al=| —7 1 1
2 -2 0

b) [(Fi(— 1)+ F2) + P (4) =

1 —1 2 0
-1 147 —4 |+ 1
—1 1 0 —1

— (144 -1 —2(1+1)
( 0 — (1413 2(1+41)
1+ —(1+1) 0

1

|

o6l



-3 3t —6
d [A(-3)]I'=R(-3)= 0 1 -2| []
-1 1 0

30

Muestre quela inversa de una matriz triangular superior de orden 3, cuando
existe, es siempre triangular superior.

Solucion:

ai; a2 Qi3
SeaA= | 0 a9 ax
0 0 ass

Usemos operaciones elementales para calcular la inversa si esta existe.

Supongamos que a; # 0, ass #0 Yy asz #0

an aip a3 | 1 0 0 1 L )
Fi(=); Fo(—=); F5(—
0 ayp a3y | 0 1 0| — 1(“11)’ 2(a22)’ 3(033)
| 0 0 ass | 0 1
(1 ap/air azf/an | /a0 0 ans
Fy(—23) 4 R
0 1 ass/azn | 0 1/ag 0 — 3 CL22)Jr 2
_O O 1 | 0 O 1/@33
(1 ap/an afan | 1/an 0 0 s
Fy(-A3y 4
0 1 0 | 0 1/asy —as/(axass) | — 3(—ap)
_0 O 1 | 0 O 1/@33
(1 app/a;r 0 | 1/an 0 —a13/(an a33)—| al
Fr(——=)+F
0 1 0 | 0 1/&22 —agg/(a22a33) — 2( “11)+ 1
K 0 1 ] 0 0 1/ass J
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1 0 0 | 1/an —ap/(annaxn) (asaz —azan)/(an axsass)
0 1 0 | 0 1/ag — ags /(a2 as3)
001 0 0 1/ass
1/011 - a12/(a11 CL22) (G23 Q12 — A13 a22)/(a11 22 CL33)
Al = 0 1/as — ag3/ (a2 ass)
0 0 1/as3

Notamos que A~'es efectivamente triangular superior,si a;; #0, axn #0 Yy

ags # 0. D

31

a) Recordemos que a;;,i=1,2,3,...,n indica cuales son los elementos que
estan en la diagonal principal de una matriz A = (a;;) € M, (R).

Escriba expresiones generales que muestren cuales son los elementos que estan
en la superdiagonal, en la subdiagonal y en la diagonal secundaria.

b) Si A= (a;;) € M,(R), entonces escriba una formula para calcular la suma de
los elementos de una fila cualquiera de la matriz.

Solucioén:
a) Superdiagonal : a; ;41,7=1,2,3,...,n—1
Subdiagonal :a; ;—1,7=2,3,...,n

Diagonal Secundaria : a; ,—i+1,1=1,2,3,...,n

n
b) aij,i:1,2,3,...,n D
=1

J
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1 a O d 0 0
Dadas las matrices A= |0 1 a|ly D={0 d 0], a€R,deR, calcule:
0 0 1 0 1 d
a) D? - AT
by (DHT + (DTt —a A
Solucién:
d 0 0 d 0 0 d 0 0 a2 0 0
a)D=10 d 0| =D*=|0 d 0 0 d Of=|0 d* ©
0 1 d 0 1 d 0 1 d 0 2d d?
a2 0 0 1 a 0]"
oD AT=10 42 0 01 a| =
0 2d d? 0 0 1
a2 0 0 1 0 0 d? 0 0
0 d 0| -ja 1 0|=]|da & 0
0 2d d* 0 a 1 2da  2d +d*a d*
b) Calculemos D! usando operaciones elementales.
(d 00 | 100 o 00 1] 2 00
0d o0 | 010 _, Fi(3) i Fa(3); d#0 0 0 1 .y B(=1)+Fy
d
(100 | i 0 o0 100 | 3 0 o0
1
1 o] o 3 of="2o100 L o
1 11
[0 0 0 -5 1 0 0 | 0 -5 3
1
S0 0
Dl=|0 L 0], d#0
11
0 -2 3
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Notemos que si d = 0, entonces D! no existe.

Por otro lado, (D~HT = (DT)~1, por lo tanto:

(D HY' + (DY) —aA=DHY' + (DY —aA=2(DH —aAd =

1

Ty
203—1ﬁ

o0 3
33

Calcule, usando operaciones elementales, la inversa de la matriz

1 -2 0
A=13 -1 1
0 1 1
Solucion:
1 -2 0
A:I)=13 -1 1
0 1 1
(1 -2 0
_>F2(%) 0 %
0 1
(1 —2 0
—>F3(%) 0 1 %
0 0 1
1 0 O
L B@FR g 1 ¢
0 0

o O

)

=~

|0

[S3{[JY)

[S4{[JY)

IN[SUR NI

S = O

— o O
|

S ul= O
o O
—

N o o= O

[
N[
(e}
o =



1 -2 0
Finalmente, la inversa de A = {3 -1 1} es

0 1 1
1 1 1
-3 3 —3 _9 2  _29
-1 3 1 1] 1 _ —
Am=1-79 1 —1|=z1| 3 1 AN
35 1 s 3 -1 5
4 4 4
34

Sea A € Msy»(R) dada por

1 .
0 i1+ 7<2

a) Obtenga A
b) Verifique si 34 — 3AT es antisimétrica

c) Calcule [(104- AT)]7!

d) Averigue si A1 (AT . AT . A = [1 — 1]
Solucion:

a1 a 0 15

o 11 12 142 _

a)A_[(Z21 CL22:|_[L L]_!
+1 242

[}

b) De a) se observa que A es simétrica, es decir, AT = A.

0 0

Luego, 3A—3AT:3(A—AT):3@:®:[O 0

antisimétrica [_]

HmooH
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1 10 1
0 3 0 3 0 3
_ 3| — 3 T— 3
3 4 3 4 0w igq
0 0 3 9 12
. 31 _ |9 12
(10A- A —[m m]'[l 1] 7|1 @]
3 1] 12 72
125 10 125 10
) 2| _ 81| 72 12 | _
[(10A - A")] %[_m m]_ﬁ _ 10 Q]_
12 9 12 9
45 _ 27
[ 32 40]
)
0 10

En este ejercicio también se podria haber usado la propiedad Inv5)
(@AAT)™ = a1 (AAT)" = L(44T)1 cona £ 0, en [0 27 []

d) AL (A)T AT A= AL [(AT) 1 AT] A=A T A=

casi=[1 443 V] 0

35

1
-

— ,sifi— gl <2
)
0 , encasocontrario

Muestre que si A= (a;;) € M3(R), con aij:{

entonces (AT)? es simétrica.

Solucion:

Calculemos A

a;p; a2 as
A= 1| axn axp a3 | =
a3; az2 as3

O N~ =
(SN NNy NG e
QOl—= = O

Observamos que A es simétrica, luego

H6/ 1



AT

I
~
O NI =
ORI~ O
N———

D= = =N =

Calculemos (AT)?

() .
8 12
(AT)2 _ | 1 49 13

_kQ m}
13
0 324

Finalmente, se ha mostrado que (A7) es simétrica [_]

O = b=
Ol—= = O
¥
_—
o] oot
rO|,L —
—
= =~
©|°°»J>|

Ol—= D= O
\—
—

(el V]

(SN NNy NG e

36

Muestre que siA=LDL" € M,(R),donde L y D son matrices de ordenes
apropiados y ademas D es una matriz diagonal, entonces A es simétrica.

Solucion:

Usando [T] 23 y [T] 24, se tiene que

AT = (LDLTY = (L"Y(LD)Y =LDT'LT =LDLT = A, pues DT =Dy
(XY)T =yT x7

Lo anterior muestra que siA=LDL" € M,(R),donde L es una matriz
triangular inferior y D es una matriz diagonal, entonces A es simétrica. |:|

W63l



37

ail
. a
Dada la matriz A= |"*
asy
aq1
siguiente :

@12
22
a32
Q42

a3
a23
ass
43

a14-|

24 |
34
aqq

a) Los elementos de la diagonal secundaria.
b) La suma de los elementos de la superdiagonal.

c¢) El promedio de los elementos de cada columna.
d) Generalice los resultados anteriores para una matriz A € M, (R), n € N

Solucion:

, exprese

simbolicamente

lo

a) Observe que los elementos de la diagonal secundaria son a4, ass, ass, as;, €S
decir, a;jcon i+ j =5, 0 equivalentemente a; 5_;,¢=1,2,3,4

b) Los elementos de la superdiagonal son a2, as3, a4, €s decir,

a; i+1, 1 =1,2,3 luego la suma de estos elementos sera > a; i1 |:|

c) Sea p; el promedio de la columna j. Asi, tenemos que

4
pj:l74 7j:1529374 D

d) La generalizacion esta dada por :

* a;5-i,1=1,2,3,...,n
n—1

* Zai,i—H
i=1

n
> aij
i=1

«p="— j=123,..n [

H6oNl
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Muestre que si A = [? : ﬂ, entonces la segunda fila de (A3)~!es distinta de

la nula

Solucion:

AS:A.A.AZH :ﬂ.[? —3].[2 —3}:

R

Luego

wr =450 L= ]

Observamos que la segunda filade (4%)'es[0 —1]# [0 0] []

39

Muestre que si A y B son ortogonales, entonces A B también lo es.
Solucién:

Tenemos que A es ortogonal, es decir, AT = A~!

Ademas, B es ortogonal, es decir, BT = B!

Luego : (AB) =BTAT=B1A41'=(AB)!

Lo anterior muestra que si A y B son ortogonales, entonces A B también lo

es. [
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1 1 0
VerifiquesiA=| —1 2 1 |es ortogonal
0 1 -1

Solucion:

Una matriz es ortogonal cuando A” = A=!, o lo que es lo mismo ATA =1,
resultado este ultimo que usaremos para verificar si la matriz es ortogonal o
no.

1 -1 0 1 1 0 2 -1 -1 1 0 0
ATA=11 2 1 -1 2 1 |=|-1 6 1 |#|0 10
0 1 -1 0 1 -1 —1 1 2 0 0 1
1 1 0
Esto muestraque A=| -1 2 1 no es ortogonal
0o 1 -1

Observacion: Al ser el elemento en la posicion (1,1) igual a 2 # 1, el producto
no es igual a la matriz idéntica de orden 3, por lo que es innecesario calcular el
producto completo. |:|

41

Sean A = (a;;) Y B = (b;;) donde

;=15 i=12;j=1,23

bij= il i=1,2;=1,2,3

i+

Calcule :
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Solucion:

Tenemos que:

1 1-2 1-3 0 =1 =2
A= (au a12 a13) o <1+1 142 143 ) _( 3 4 )
= =lo-1 222 223 |7 1|1 1
a a a = ) 279 = _=
2 T2z T8 271 212 213 5 0 3
1 1
=11 1
3 0 —3
-1 1-2 1-3 1 -2
p-(n ey (B H E) (3 7 A
= =1 2_ _ _ =1 1 2
bar by b3 Sl oms o » 0 %
1 1 1 1
_<0 T2 _?>_<0 8 _8>
=1 1 1] =1 1
» 0 -5 5 0 -3
1 3\3 o _
a) —§A—|—(§) B—
1 1 1 1
T T A O
211 0 _ 1 2 1 0 _ 1
3 5 23 2
1 1 33 3?
N 0 =% -
- _l 0 L + 33 33
6 10 26 0 28
11 27 27
(% 6 1) (0 —@m @
=l 1, 1 27 27
6 10 6 256
0 12 1_ 2 0 4o 1
_ 6 64 4 64 _ 192 64
{1 1 o1 )T\ a0 7
6 toa 0 10 — 256 192 0 1280
0 _4  _1u
; _ 1 3\3 np _ 192 64
Finalmente, 5 A+ (5)°B= 49 0 7 |:|
102 1280

b) A—B+3(B—-A)=A-B+3B—3A=2B-24=2(B— A)

H/20
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0 5 3
Finalmente, A—B+3(B—-A) = ( 5 12 517 > I:I
-3 0 %
44

Calcule A;l (), usando operaciones elementales, donde

para f(z) = —2x + 1.

tExiste A;1(1)?

Solucion:

Si f(x) = —2zx+ 1, entonces f'(z)= —2y f''(x)=f""(x)=0

Luego
[f(x) f'(x) f”(rﬂ [—2~r+1 -2 0 ]
Af(a)= | f'2)  fl=) f'@)|=| -2 —2w+1 0
[f”(x) f(x) f(x)J [ 0 0 —2:c+1J

Usemos operaciones elementales, para calcular A;l(:v)
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Notemos que —2x+ 1 debe ser distinto de cero (x # 1/2), porque de lo
contrario, tendriamos una fila completa de ceros en la matriz A¢(x), y seria
imposible trasformarla en una fila de la idéntica.

(A7 ()| 1) = _

—2x+1 -9 0 | 1.0 0

—2 —2z+1 0 | 0 1 0] — B/(=2e+1))5 —20+120
0 0 —2r+1 | 0 0 1
_ ) 1 )
1 o1 0 | 0 0
2z—-1 —2z+1

2 “2%+41 0 | o 10| —"OFE
| 0 0 —2z+1 | 0 0 1
_ ) 1

4 5 _

0 s+ (—2z+1) 0 | =2 1 0
L0 0 —2zx+1 | 0 0 1
_ , 1

1 2x—1 0 | o0+1 0 0 2 2

0 —da’tdz+3 0 2 Lol — Fy((22—1)/(—422+4243)) ; —4a?+4343£0

90—1 | =

10 0 —224+1 | 0 0 1
_ ) ,

LI ) 0 | = 0 0

0 1 0 | 2 1—2x — F3(1/(—22+1))

4x2—4x—3  4da’—4x-3

L0 0 -2z 41 | 0 0 1
_ ) ,

L g 0 =5 0 0 e

2 =22 Fy(—5;=5)+F
I 0| 73 was — A 2l
1

oo o 0 =
[ 1-2z 9

1 O 0 | 41.2_2433_3 43021—4230—3 0

— 2T

O 1 0 | 4152—427—3 4I2—4x—3 ?

'O 01 | 0 0 —2z+1

En el desarrollo anterior, para no dividir por cero, se debe considerar la
restriccion adicional 3+ 4z — 422 #0

H/40



—44+/16+48 —44+/64 —
APt dr43=0 o= — YT o = YR o o AES

Lo anterior muestra que = debe ser distinta de — % y de %

Notemos que en el desarrollo anterior, hemos hecho uso de lo siguiente:

4r? —4r — 3= (20— 3)(2x + 1)

y
— 4’ +d4r—-1= — (20 —-1)(2x—1)
1-2z 2 0
41’2—24l$—3 43021—4296—3
. -1 o —2T
Finalmente, A;'(z) = | = n5 i3 (1) )
0 0 —2x+1
1 1 3
paraxz #s5,x# —5 Y T#5
1 _2
3 3
Notamos que A;l(l) existe, pues A;l(l) =\ _ % % 0 |:|
0 0 —1
47
;1 Y1
xg 1 Y2
xg 1 Y3
SiX=1| . . y Y=1]. , entonces calcule:
Ln nx2 Yn nx1
a) XT X HXTY

H/5H



Solucion:

.71311
3321
yXTx = (% %2 % o T 23 1
“ =\:1 1 1 .. .1 .
T, 1

_ x%—i—x%—l—x%—i—m—l—x% 1+ 2o+ a3+ ... +x)
T+ 2o +2x3+ ...+, 1+1+4+1+4+...41

n n
>
i=1 i=1

n
2T n
i=1

n
Y2
Ys
T~ _[T1 T2 X3 . . . Tn
b)XY_(l 11 ... 1)
yTL

_ [ Tyt 2oye +T3Y3 + o+ Tl
N+yY+ys+ ... +yn
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0 -1 0

Si A7l=12 1 — 11, entonces obtenga A, usando operaciones
1 0 1

elementales.

Solucién:

Usando operaciones elementales, se tiene:

0 —1 0 | 10 0 1 0 1 | 001
AYD=l2 1 -1 010 —="2 1 —11]010
1 0 1 | 001 0 -1 0 | 10 0
1 0 1 |00 1
— AEDHR g 1 3 ] 0 1 —2| — DRUER
0 -1 0 | 10 0
10 1 |00 1 10 1 | 0 0 1
01 -3 ] 01 —2| =580 1 -3 o0 1 =2
00 -3 ] 11 —2 00 1 | —-1/3 —1/3 2/3
101 | 0 0 1
L BO+ER ) 1 0 | 1 0 0 | — BED+A
001 ] —1/3 —1/3 2/3
[1 00 | 1/3 1/3 1/3}
010 ] -1 0 0
[0 01 ] —-1/3 —1/3 2/3J

/3 1/3  1/3
Finalmente, (A ) '=4=| -1 0 0
—~1/3 —1/3 2/3

H//1
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Muestre que si A es una matriz cuadrada tal que A + %I y A-— %I son ambas
ortogonales, entonces A es antisimétrica.

Solucion:

Recordemos que una matriz .J es ortogonal cuando J - JT = 1.
Dado que la matriz A + %I es ortogonal se tiene que:

(A+31)A+30) " =I= (A+3I1)AT+31)=1=
AAT 4+ JA4+ 5AT + 3T =1 (1)

Ahora, dado que la matriz A — %I es ortogonal se tiene que:

N[ —
D=

Igualando las expresiones que aparecen a la izquierda en (1) y (2), dado que
ambas son iguales a la idéntica I, se tiene que

1 1 1 1 1 1
A'AT+§A+§AT+ZI:A~AT—§A—§AT—|—ZI:>
A+ AT =0=4T= - A

Esto Gltimo muestra que A es antisimétrica. [_]
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS NO RESUELTOS DE
MATRICES

2 -3 3

[20]  awa=|4 I 1
g _1 1
4 5

3 6 3

134 67 67

pyA-l— | — 1008 816 660
67

1320 1260 960

67 67 67

¢) A no es triangular, ni superior ni inferior.

68 —3 -3
[21] a) A —3B*4+10L= |13 7 0
0 0 6
0 1 1
b)Besinvertible y B-'=]1 -1 -2
0 0 1
4 1 0
)(A-Bf=|4 1 0 |=BT. AT
4 1 -1
505 0
[25] (A-B)'=| -3 -3 1| =B"1. 4!
12y
3 3
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[26]

[27]

[28]

b)A::[g :;]

s (2 )5 ()

da=y ]

pa-(2 D) m-(3 Yre- (2 )
pa-fy ]

ga=(2 ) ve=(2 3

La suma de dos matrices triangular superior de orden n es
triangular superior de orden n

El producto de dos matrices triangular superior de orden n es
triangular superior de orden n

La suma de dos matrices diagonales de orden n es diagonal de
orden n

El producto de dos matrices diagonales de orden n es diagonal de
orden n

La suma de dos matrices escalares de orden n es escalar de orden
n

El producto de dos matrices escalares de orden n es escalar de
orden n

4. B 41 —1—1
D= 3 5 3 )
ittt gl

__JReon



[42]

[45]

[46]

i
B-A=
14+5i — 32+
- S
42— 1327 _ZTZZ
it g
i 1. 5 3.7
po |37 2%
1+ 8 32
i 15 .
44 %1 0
(A+B)* = %. 56 33-]
[1+50 =5 - %
i 5. 3 .
(A—pp—|i72 273
1 . 1.
_§+21 1—§Z
-2 —1—1
—1)A=
(i ) — 1+ —%z]
0 -9 —12
@3A_[—9 —12 —w]
25
16
by LA ATy = |2
)2 ) [16 25]
T\—-1 -1 _
(AN BT =1 -5 1§ 3
1 2 _1
14 7 2

k5Af—3B)
2 0
A=10 1
00

mB+Mﬂ4:[1%

13

T 245

w o O
o N O

OO'

3N

o O O

4

H&8
29
980
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GUIA DE PRACTICO N°2

| DETERMINANTES

Teoria Determinantes

35 Determinantes

El determinante de una matrizcuadrada A = (a;;) € M, (K), denotado |A| 6
det(A), es un numero real o complejo que se obtiene de la siguiente manera:

{ al , sin=1
| Al = > a;jcj ,sin> 2, paraalgin i desde 1 hasta n
j=1

donde ¢;; = (—1)"*7| 4;,], con A;; la matriz que se obtiene de A eliminando la
fila i — ésima y la columna j — ésima.

36 A la definicion 35 es necesario agregar algunos comentarios
importantes :

a) Si la matriz posee elementos reales, entonces el determinante de tal matriz
sera un numero real y de forma similar si la matriz posee elementos complejos,
entonces su determinante sera un niUmero complejo.

b) El valor que asume i en la definicion es elegido de tal manera que el
calculo del determinante sea "mas sencillo”, es decir, elegiremos una fila con
una mayor cantidad de ceros, si es que la hay; o una fila en donde aparezcan
numeros enteros con los cuales sea facil multiplicar. Si no observamos una fila
que sea mas facil de trabajar que otra, elegimos cualquiera.

Ha3Nl



Se puede demostrar que no importando la fila elegida el valor del
determinante siempre es el mismo para una matriz dada.

c)El numero ¢;; se denomina cofactor o complemento algebraico del
elemento q;;
El determinante M, ; = | A, ;| se denomina menor del elemento a;

37 Regla de Sarrus

Ya sabemos como calcular el determinante de una matriz de orden 2, pero
;como se calcula el determinante de una matriz de orden 3?

ai; a2 a3
SiA= | as ax a |,entonces
asy azz2 ass

| A | = Q11022033 + 12023031 + (21032013 — Q13022031 — A11A23032 — (33012021

;No existira una forma mas facil de calcular el determinante de una matriz de
orden tres?. Efectivamente existe y se llama regla de Sarrus.

Bueno, Sarrus noto que si repetia las dos primeras columnas de la matriz al
final de ésta obtenia lo siguiente

ail; a2 aiz aixz a2
21 Q22 Q23 A21 G22
asy azz a3z asr  a32

;Y qué pasé?. Lo que pasa es que con esto obtenemos tres diagonales
principales (aquellas que van desde la esquina superior izquierda a la esquina
inferior derecha) y tres diagonales secundarias (aquellas que van desde la
esquina superior derecha a la esquina inferior izquierda). Graficamente:

Tres diagonales principales

a a 211 a12
221 222
231 232 1 2

Tres diagonales secundarias

KN



211 212 13 1 12

221 i 1 @z
a a a3 az?

;Y qué hago ahora?. Si miramos la definicion dada al inicio observamos que los
productos de los elementos de las diagonales principales coinciden con los
productos que van con signo positivo, y los productos de los elementos de las
diagonales secundarias coinciden con los productos que van con signo negativo.
Y esa es precisamente la regla de Sarrus.

En resumen, la regla de Sarrus dice: adiciona a la matriz cuadrada de orden 3
las primeras dos columnas al final de la matriz, y luego multiplica los
elementos de las diagonales, manteniendo el signo de los productos de las
diagonales principales y cambiando el signo de los productos de las diagonales
secundarias. Finalmente, el determinante de la matriz dada es la suma de
todos los productos obtenidos.

Es importante recordar que la regla de Sarrus sirve sélo para matrices de orden
3.

38 Propiedades del Determinante

Sean A y B matrices cuadradas de orden n con elementos reales, y « un
escalar real.

Det1) |A| = | AT |

El determinante de una matriz y de su traspuesta son iguales.

Det2) |A-B|=|A|-|B|

El determinante de un producto de matrices es igual al producto del

determinante de cada uno de los factores.

Det3) B = F,,(A) = | B| = — | A|
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Si hacemos un intercambio de filas (o de columnas) en una matriz, entonces su
determinante cambia de signo.

Det4) B=F,(a)(A) = |B|=a|A|, cona #0

Si multiplicamos una fila (o una columna) en una matriz por un escalar no nulo,
entonces el determinante de la matriz resultante es el producto del escalar por
el determinante de la matriz original.

Det5) B = (Fi(a)+ Fj)(A) = |B|=|A]|,con aa#0

Si multiplicamos una fila (o una columna) de una matriz por un escalar no nulo
y el resultado se lo sumamos a otra fila (0o columna) de la misma matriz,
entonces el determinante de la matriz resultante es igual al determinante de
la matriz original.

Det6) A= (aij) triangular = |A| = H A;; = Qa11 - A2 * * * App
=1

El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos
de la diagonal principal.

Det7) |a-A|= ao"|A|,con a R
El determinante de una matriz multiplicada por un escalar es igual al escalar

elevado al orden de la matriz por el determinante de la matriz original.

Det8) Si una matriz posee una fila (0o una columna) nula, entonces su
determinante es cero.

Det9) Si una matriz posee dos filas (0o columnas) iguales, entonces su
determinante es cero.

Det10) Si una matriz posee una fila (o una columna) que es multiplo escalar de
otra fila (o columna), entonces su determinante es cero.
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Det11) A~ 'existe & |A|#0

La inversa de una matriz existe si y solo si su determinante es distinto de cero.

Det12) | A | = T - para |A]#0

El determinante de la inversa de una matriz es igual al inverso multiplicativo
del determinante de la matriz original, siempre que tal determinante sea
distinto de cero para asegurar la existencia de la inversa.

39 Método de la Adjunta

Hasta ahora habiamos usado la definicion y el método de las operaciones
elementales para calcular la inversa de una matriz. A continuacion agregamos
un método que es muy (til especialmente para matrices de orden 3, el llamado
Método de la Adjunta.

El Método de la Adjunta se basa en el siguiente resultado :

-1 _ L .
Al = AT Adj(A)
donde Adj(A) es la matriz llamada adjunta de A, con Adj(A) = (c;;)T, donde
los elementos c¢;; son los cofactores de la matriz A, mencionados en la
definicion de determinante, es decir ¢;; = (—1)""/|A4;j|, con A4;; la matriz
que se obtiene de A eliminando la fila ¢ — ésima y la columna j — ésima

Note que la inversa existe solo cuando | A| # 0, por lo que siempre que se
quiera calcular la inversa de una matriz deberemos en primer lugar calcular su
determinante para ver si es distinto de cero. En caso de que el determinante
sea cero, la inversa no existe, por lo tanto no tiene sentido calcularla.

Para el caso n =2, es decir, una matriz cuadrada de orden 2, la adjunta
escrita en forma general es

D

Ci2 (22
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y para el caso n = 3 la adjunta escrita en forma general es
Ci1 €1 C31

Adj(A) = | ci2 c2 3
Ci3 C23 C33

con ¢ =(—1)" | Ayl

y | Ai;| el determinante de la submatriz cuadrada que se obtiene de A
eliminando la fila 7 y la columna j.
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EJERCICIOS

DETERMINANTES

[1 ] Calcule, usando la definicion, el determinante de las siguientes matrices

a) A=(—-4)
1 -3
b) B_[2 1 ]
e bc,d €R
c - c d ; @,0,C,
2 1 -1
dHa=[1 1 1
3 0 3
e)J = [1 .], con i la unidad imaginaria.

[3] Obtenga los siguientes determinantes :

i1 -1 2|
a)l{2 -2 4
!1 1 1}
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B2 -3 0

!1 —1 0]

1 3 5 2]

0 —1 3 4
2 1 9 6

13 2 4 8]

3cos(a)  3sen(a)

d>‘—3sen(a) 3cos(a) ,con a € R

[4] usando el método de la adjunta calcule la inversa de

0a=(5 3
b>A=(Z )

2
0
—1

N = W

a2
A a2 CL23
azo ass

[5] Determine el valor o los valores de a € R, de modo que |A| =1, para

A <cos(a) sen(a) )

1 cos(a)

3 -2

[6] Muestre que la inversa de A = 1 — 1] posee elemento igual a

w o =

-2 6

— 1 en la posicion (1, 3).
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-1
[7] si d‘git) = (daé';(t)), entoncescalcule{%ﬁt)] , si existe, para
t 1 ¢
A(t) = 1 0 t |, teR
—t* 1 ¢t

Observacion: La derivada de una matriz es la matriz formada por las derivadas
de cada uno de los elementos de ésta.

[8] Dada la matriz A = ((1) _11>, calcule:
a) |A"|
b) |5 A7

e) [(A) ™+ (A7)

d) A—2A+ Adj(A) - A

[9] Muestre que si A es una matriz cuadrada de orden 3, tal que
-1 ,sii<j

Gij = { 1 L Sii> g

entonces (A - AT) posee inversa.

[10] Muestre que todas las matrices escalares de orden 3, distintas de la
nula, poseen inversa.

0 1 -1 a
‘s 1 a 1 -1
[11] Resuelva la ecuacién |A| =3 con A = . 1 -1 o |ecR
0 1 1 1

[12] Muestre quesi R = [_1 ], entonces |R- RT + 31| >0

1
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1 1 1

[13] Muestre que la matriz |ag a1 as| € M3(R) es invertible si

2 92 9
ay ap a;

ag # a1 # as

[14] Muestre que: |A| =4 = |2(AT -1, - A1)~} =27, para A € M,(R)

[15] Determine si es verdad lo siguiente:

—1

2 1 1 1
det(P-M)y=1 sipi={0 1 1 yM‘lz{ ]
-1 1
3 1 -1
3 —2 1 0
5 —4 3 -2
[16] calcule det L o 1 1
4 6 8 7

[17] Muestre que es falsa la siguiente afirmacion : “No existen matrices
antisimétricas que sean ortogonales.”

0 2 -1
[18] Seaa=[3 5 7
1 4 -3
Calcule :
a)| AT - A7 + 3|2 4]
b)At—2A
[19] Muestre que no existen matrices cuadradas de orden 3 con

determinante igual a 1, que sean antisimétricas.
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i1 3 5 2i
. 0O —1 3 4
[20] usando operaciones elementales, calcule | 5 1 9 6‘
}3 2 4 8}
[21] Si |A|= —1,y se realizan las siguientes operaciones: invierto, luego

intercambio las filas 1 y 10, luego traspongo, luego multiplico la fila 1 por — 1,
y finalmente sumo 5 veces la fila 3 a la 11. Entonces muestre que el
determinante de la matriz obtenida es — 1.

1 0 —1 0
[22] Ccalcule el determinante de la matriz A = 8 iL _11 _01 ,a€R,
a 1 1 1

usando operaciones elementales.

[23] Muestre que todas las matrices antisimétricas de orden 2, distintas de
la nula, poseen inversa

[24] p= |0 ") 0 er o (P existe, Ya € &

1 2 k
[25] Determine el (los)valor (es)de k tal que A = {3 -1 1 } sea

5 3k =5
singular
[26] a) Obtenga una matriz A€ My(R) tal que |A]=—1y
Traza(A) = 3.
b)Sean A e M,(R), B € M,(R) tales que |A|= -1y |B|= — % Calcule
|2- AT . B!
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[27] Sea A € My (R) dada por

_Ja i+ >2
T i<

cona € R — {0}

a) Obtenga A

b) Verifique si 34 — 3AT es antisimétrica
c) Calcule [(aA - AT)]!

d) Verifique si A1 . (AT . AT . A = {g —al]

fu(z)  fiz(z)
fa(z)  fa(z)

derivada continua, en un intervalo I.

[28] sea F(z)=

, con f;; funciones continuas y con primera

CdF@) | fii(x)  fie(w) fu(z)  fia(z)
Muestre aue s “a” = @) fu@) | T fal@) fhl)
[29] si a= (I;m i) y |A| = —2, entonces calcule =
z x —1 0
0 x 0 0
[30] sea A= L0 e 0
-2 3 1 2

a) Calcule det(A)
b) Obtenga el o los valores de x tal que det(A) = 23 + 222 + 32 — 2

[31] a)cCalcule el determinante de A = , usando la

S O W N Ot

— O B O8
o8 R OR8
HOOO'

S O O8R

definicion de determinante
b) Determine el o los valores de = de modo que det(A) = 23 — 142% — z + 2
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[32] a)SiAe Muu(R)y det(A) = — 2, calcule:

)| AAT| i) —3 A1 iiz’)HA?"
[2 3 4 7 100]
2 5 1 2 200
b) Calcule el determinante de A= {4 8 12 16 20 |, usando propiedades
1 2 3 4 5!
2 4 5 8 0 |

del determinante.

[33] Muestre que si A € M, (R)es invertible, entonces | Adj(A)| = | A|""

[34] obtenga el o los valores de ¢ de modo que :

| t 0 0 -4 2 ‘
|—4 t 0 0 -3

| 0 -3 0 0 0 ‘:0
|—1 1 t t 0 ‘

| 0 t -2 2 t |

[35] sear= (SSZ((?) ‘Zzzgg ) Resuelva las ecuaciones:

a)|R[=0 b) det(R) = 1 )|R| = -1

[36] obtenga det(S) para
os=[3 2] wse( %) ese[i )

-3 —« 6

[37] considerando D = ( 9 19—«

), resuelva la ecuacion | D | =0
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PROBLEMAS RESUELTOS
DETERMINANTES

Calcule, usando la definicion, el determinante de las siguientes matrices :

a) A=(—4)

1 -3
ns=l, 3]
yEH=|% Yl abedeRr
(& __C d 70’7 707

(2 1 -1
HG=[1 1 1

3 0 3
e)J = E _ZZ}, con 7 la unidad imaginaria.
Solucién:
a) A=(—-4)

En este caso n = 1y por tanto usamos la rama superior de la definicion.

|A|:a11: —4

No confundir el determinante de una matriz con el valor absoluto de un
numero real, aunque sus notaciones sean iguales. Esta es la razon porque
algunos prefieren usar la notacion det(A) en vez de | A|, pero si tenemos claro

qué representa el argumento no nos confundiremos.
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En este caso n = 2, por lo que debemos usar la rama inferior de la definicion.
2
| Bl =2"aij ¢ij
j=1

En este punto debemos elegir una fila para calcular el determinante, pero
como no existe diferencia entre ambas filas, desde el punto de vista de la
aparicion de ceros, optemos por trabajar el determinante usando la primera
fila, es decir, i = 1.

| B| =

2
aij €1j = ai1cC11 + a2 C12 (%)

j=1
Calculemos los cofactores.

en= (=D Bu|=|1]=1
co=(—1)"?|Bp|=—|2]= -2

Reemplazando estos valores en la expresion (x) se tiene que :
|B|=ancn+apc=1-1+(-3)-(-2)=146=7

Finalmente: |B| =7 |:|
yEH=|% Y1 abedeRr
& - C d 70’7 707

Usemos la segunda fila para calcular el determinante, es decir, i = 2.
(Como ejercicio calcule el determinante usando la primera fila).

2
|H| =) haj coj = ha1car + haz cao ()
j=1

Calculemos los cofactores :
e = (=1 Hu|= —[b]= =b

cn= (-1 |Hp|=|a|=a
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Reemplazando estos valores en la expresion (xx) se tiene que :
| H| = hoycog + hagcao=c-(—b)+d-a=ad—bc

a b

Finalmente: |H | = . d

‘:ad—bc

Lo anterior muestra que para calcular el determinante de una matriz cuadrada
de orden 2 se deben multiplicar los elementos de la diagonal principal y a tal
resultado restarle el producto de los elementos de la diagonal secundaria.

En este caso n = 3. Por otro lado, elegiremos la tercera fila (i = 3)porque
aparece un Oen la posicion (3,2), esto redundara en que no deberemos calcular
el cofactor c3, porque cualquier nimero multiplicado por cero es cero.

3
|G| =>"93; c3; =gs1¢31+ g32¢32 + g33cs3 = 3¢31 + 032 + 3 g3 =
=1

3c31 + 3ces3 (***)

Calculemos los cofactores :

1 -1
2 1
C33:(—1)3+3|G33|: 1 1‘:2_1:1

Reemplazando los valores de los cofactores en la expresion (xxx) se tiene que :

|G| =3cy+3c3=3-2+3-1=6+3=9

i 2 1
Finalmente : | 1 1
| 3 0
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e) J = [z _ZZ}, con ¢ la unidad imaginaria.

De la parte c) de este ejercicio sabemos que |H | = @ Z ‘ = ad — bc
Luego, usando la formula anterior, se tiene que :

1 N . . .
| J| = P =1 (—-i)—i-i=—i—1"=—i—(—-1)=1—14

Finalmente : ‘ 1

2

Use la regla de Sarrus para calcular el determinante de la matriz

1 -1 2
J=10 2 3

1 0 -1
Solucion:

Repitamos las dos primeras columnas de la matriz al final de ésta.

Veamos cuales son las diagonales principales :

La suma de los productos, en este caso, es:

P=ME)(=D+(=1)B)1)+(2)(0)(0) = -2-3= =5
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Las diagonales secundarias :

1. =1 1
0 2
1 0

La suma de los productos de las diagonales secundarias es:
Po=—(2)2)1) - 1)B)O0) - (-1(O)(-1) = —4
Luego el determinante de la matriz J es
|J|=Py+P,= —5+(—4)= -9
1 -1

2 |
Finalmente : ‘O 2 3 ‘: -9 |:|
}1 0 —1}

3

Obtenga los siguientes determinantes :

i1 —1 2|
a)l{2 -2 4
!1 11
3 1 0]
b)|2 -3 0]

11 -1 0]
i1 3 5 2i
0 —1 3 4

Ily 1 9 6

}3 2 4 8}

d) 3cos(a)  3sen(a) con aeR

—3sen(a) 3cos(a)

HoN



Solucion:

1 -1 2|
a)Para calcular el determinante |2 —2 4} podriamos haber ocupado la
| 1 1 1 }

regla de Sarrus, pero si observamos bien nos damos cuenta que la segunda fila
es igual a la primera multiplicada por 2, y de acuerdo a la propiedad Det10)

1 -1 2]
concluimos que |2 —2 4|=0
‘ 1 1 1 |
i1 —1 2]
Finalmente : ‘2 -2 4/=0 []
| 1 1 1 |
i3 1 0|
b) En el caso del determinante ‘ 2 —3 0} observamos que la tercera columna
i3 1 0|
es nula, por tanto, usando la propiedad Det8), se tiene que ‘ 2 =3 0}]=0.
3 1 0]
Finalmente: |2 -3 0|=0[]
11 -1 0]
1 3 5 2|
. -1 3 4 .
c) Para calcular el determinante |2 1 9 6| usaremos operaciones
13 2 4 8|

elementales para trasformar la matriz original

en una matriz triangular.

Notemos que la matriz es de orden 4 y por tanto no se puede ocupar la regla

de Sarrus.

Triangularicemos para después calcular el determinante.

[1 3 5 2} [1 3 5 2
10 —1 3 4 _)Fl(_2)+F3|O -1 3 4 _, Fi(=3)+Fy
2 1 9 6 0 -5 —1 2
3 2 4 8 3 2 4 8
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1 3 5 2 1 3 5 2
o -1 3 4 B(-5)+rp |0 —1 3 4 Fy(=T)+F,
0 -5 —1 2| 0 0 —16 —18|
0 -7 —11 2 0 —7 —11 2
(1 3 5 2 W [1 3 5 2
0 -1 3 4 R+ |0 -1 3 4
0 0 —16 —18 0 0 —16 —18
0 0 —32 -2 0 0 0 10

Como hemos ocupado solamente operaciones elementales del tercer tipo
(multiplicar una fila por un escalar no nulo y sumar el resultado a otra fila),
entonces el determinante de la matriz original es igual al determinante de la
matriz triangular.

1 3 5 2| |1 3 5 2 |
0 -1 3 4 0 -1 3 4
}2 19 G}ZIO 0 —16 —18}:1(_1)<_16)(10):160
3 2 48 0o 0 0 10 |
1 3 5 2i
. 0 —1 3 4
Finalmente : \2 L9 6\:160
3 2 4 8}

El método usado en este ejercicio para calcular el determinante es usado
comunmente cuando se trabaja con matrices de orden superior, es decir, con
matrices de orden 4 hacia arriba. [_]

3cos(a)  3sen(w)

—3sen(a) 3cos(a) |’ con o€ R

0

Para calcular el determinante dado podemos usar la propiedad Det7) porque
en cada elemento de la matriz aparece un factor repetido que es 3.Luego

3cos(a)  3sen(a)| 3. cos(a)  sen(a) \|

—3sen(a) 3cos(a)| —sen(a) cos(a) )|

cos(a sen(a
. 8657,()06) coséa)) =9 [eos’(@) + sen*(a)] =9
. | 3cos(a)  3sen(a)|
Finalmente : ‘ 3 sen(a) 3eos(a)| =9 CONAER H|
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4

Usando el método de la adjunta calcule la inversa de

a b
pa-( d)
( 1 2 3
c)A=1 -3 0 1
Lo —1 2
aip a2 a3
d) A= ag1 QA2 A23
azy azz ass
Solucion:

a) Calculemos, en primer lugar, el determinante de A.
[Al=1)(5) - (=1)(2)=5+2=7#0

De lo anterior, podemos decir que la inversa de A existe porque su
determinante es distinto de cero.

Calculemos Adj(A) = <§11 221)’ donde ¢ij= ( _ 1)i+j |A2J |, i=1,2;j=1,2
12 22

ecn= ()" An|=[5]=5

Recuerde que A;; es la matriz que se obtiene de A eliminando la fila 1y la
columna 1.

o= (=1 Ay |= -] -1]=1

Recuerde que A,; es la matriz que se obtiene de A eliminando la fila 2 y la
columna 1.
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Finalmente
co= (- 1) Ap|= —[2]= -2
e = (=12 Ay | =[1] =1

Por lo tanto, Adj(A) = (C” CQl)

Ci2 C22

I
VRS
I en
\G)
— =
~_

y se tiene que la inversa de A = (;

A_lzﬁAdj(A)=%<—52 1):<

. 1
Finalmente : (2 5

o |
—_
N—
D
w

l ~Jjot
ENIN
= =
\—/

|
—_
N———
|
|
/N
| 3|t
3o
EN TN T
~__—

b) Calculemos el determinante de A.
| A| =ad —bec

Observemos que el determinante sera distinto de cero si ad # bc, por lo tanto
supondremos esto en lo que sigue.

Calculemos la matriz adjunta.

adja = ()

Ci2 (22
con
en=(-1)""An|=|d|=d
en = (=1 Ay |= —|b]= =0
co= (= 1) Ap|= —|c[= —c
cp=(—1)"Ap|=al=a
Por lo tanto, Adj(A):(C” 021>:( d _b>
Ci2 C22 —C a

y se tiene que la inversa de A = (Z b) es
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_ 1 . 1 d —b
A 1:mAdj(A): ad—bc< )

-1
Finalmente : <(CZ Z) :ﬁ<_dc _ab),conad—bc;éOD

c¢) Calculemos el determinante de A.

[ A= (1)(0)(2) + (2)(1)(0) + (= 3)(=1)(3)

~(3)(0)(0) — (2)(=3)(2) — (Y1)~ 1) = 9+12+1 =22 #0
Calculemos la matriz adjunta.

Ci1 €21 €31
Adj(A) = | ci2 c2 3

Ci13 C23 C33

con
0 1
011:(—1)1+1|A11|=‘_1 2‘:1
2 3
CQIZ(_1)2+1|A21|:_‘_1 2‘:_(44_3):_7
2 3
631:(_1)3+1|A31|:‘0 1‘:2
-3 1
o= (-0l = = 3° )=~ (-9 =
1 3
022:(—1)2+2‘A22|:‘0 2‘:2
3+2 L3
032:(—1) ‘A32|:— _3 1 :—(1+9):—10
-3 0
613:(—1)1+3|A13|: 0 1 =3
1 2
0232(—1)2+3|A23|:—‘0 = - (==t
1 2
C33:(—1)3+3|A33|= _ 3 0‘26
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Cl1 C21 C31 1 -7 2

Por lo tanto, Ad](A) = Cl2 €929 C39 = 6 2 — 10
C13 C23 C33 3 1 6
1 2 3
y se tiene que lainversade A= —3 0 1 ]es
0 -1 2
1 7 2
X . 1 -7 2 262 222 2210
-1 _ _1 . T _ — s < =
AT = [A] Adj(A) =551 6 2 0 1=135 % T 22
3 1 6 3 1 6
22 22 22
-1 1 N 2
1 2 3 262 222 2210
Finalmente: { -3 0 1 = | 2 55 — 59 |:|
0o -1 2 3 1 6
22 22 22

ai;p a2 ais
d) Calculemos el determinante de A = | a1 a2 ag;

a31  G32 as3
| A | = Q11022033 + 12023031 + (21032013 — Q13022031 — A11A23032 — (33012021

Calculemos la adjunta de A.

11 Ca 3
Adj(A) = ci2 ¢ c3
C13 Ca3  Cs3

con

cn= (DAL= Ziz Zzz = Q22033 — (23032

cn = (=1 Ay | = — Z;z Z;i = — (anasz — aizaz)
e = (— 1) Ay | = Z;z Z;i = (12023 — 13022

cp= (=1 Ap| = — Zi Zii = — (ag1a33 — assaz)
e = (— 1) Ay | = Z;i Z;j = a11a33 — 13031

e = (— 1) Ay | = — Z; Z;z = — (ana — aizas)
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a a
_ 1+3 _|aa 2|
c3=(—1)"| Az | = = (21032 — A2203]
asy a2
a a
_ 2+3 _ 11 2|
Co3 = ( - 1) * \A23 | = = - (a11a32 - CL120L31)
asy  as2
a a
_ 3+3 o 11 12|
cz3 = (— 1" Ags | = = a11a22 — A12021
ag1 Aa22
Por lo tanto,
C11 C21 C31
Adj(A) =1 c2 cn cp | =
Ci3 C23 (33
22033 — 423032 — (a12a33 — ai3asz) a12G23 — 413022
- (a21a33 - a23a31) a11a33 — 13031 - (a11a23 - a13a21)
a21a32 — A22031 — (a11a32 — aizaz) ai1G2 — 412021

apip a2 as
y se tiene que lainversade A = | as; ag as3 | €s

a3r  G32 as3

AT = o Adj(A) =

1
(11022033+012023031 1021032013 — Q13022031 — (11023032 — 133012021

A22a33 — 230432 - (a12a33 - CL13@32) Q120a23 — A13G422
— (ag1a33 — assaz;) a1az3 — ai3as; — (a11a23 — a13a91)
a21a32 — 22031 - (a11a32 - CL12@31) 11022 — A12G21
Finalmente :
Al = 1

11022033+ 012023031 21032013 — 013022031 — (11023032 —A33G12021

A22a33 — A23032 — (ai2a33 — a13a32) a12093 — (13022
- (a21a33 - a23a31) ai11a33 — a13a31 - (a11a23 - a13a21)
a21a32 — 22031 — (anasz — ajzas;) aj1ag — a1202]
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1 3 -2

Muestre que la inversade A= |0 1 — 1 [ posee elemento igual a — 1 en
3 -2 6

la posicion (1, 3).

Solucion:
Recordemos que A~! = ﬁ Adj(A), con Adj(A) = (cji).

Al=6-9+0—(—6)—2-0=12-9—-2=12—-11=1

= —3+4+2= -1

3 -2
e = (— 1) Ag| = ’ ‘

1 -1

C31

Por tanto, el elemento (1, 3) de la inversa de A es : ﬁ = _Tl = -1 |:|

7
-1
Si d‘gf) = (da;;(t)), entonces calcule[%it) , si existe, para
t 1t
A(t) = 1 0 t |,teR
—t* 1 ¢

Obs.: La derivada de una matriz es la matriz formada por las derivadas de cada
uno de los elementos de ésta.

Solucion:
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t 1 ¢t A 1 0 2t
A= 1 0 t],ter=>BU 1 o o 1) ter
1 ¢ —o 0 1

%Et) = 0, pues existe una columna (la segunda) de sélo ceros, y por lo

1
dA(t) .
tanto [T} no existe [_]

Luego,

8
. 1 -1
Dada la matriz A = <0 1 ), calcule:
a) |A"]
b) |5 A7

o) [(A")~H+ (A7H
d) A—2A+ Adj(A) - A
Solucion:

1 -1

Para A = (O 1

> tenemos que |A| =1

a) A0 =AY =1 =1 []

b)|5A‘1|:52|A‘1|:25ﬁ =25 []

) [(A) T+ (A =[(A) T+ (A) T = 24N =22 (AN =
2o =2rm=4 U

d) A—2A+ Adj(A) - A= —A+|A|AV A= — A+ |A|l =
1 -1 10 11 10 0 1
_A+I:_(o 1)+(0 1)‘(0 —1)*(0 1)_(0 0)
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Observe que:

AT = S Adj(A) = Adj(A) = |A]A7 [

9

Muestre que si A es una matriz cuadrada de orden 3, tal que
=1 ,sii<y

Gij = { 1 ,Sii > j

entonces (A - AT) posee inversa.

Solucién:
a1 a1 a1 -1 —1 -1
A= agsr Q99 Q93 = 1 -1 -1
asz az ass 1 1 -1
-1 -1 -1 -1 1 1 3 1 -1
A-AHY =11 -1 —-1||-1 -1 1 |(=|1 3 1
1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 3

(A-AT)|=27-1-1-3-3-3=27T—-11=16#0

Dado que el determinante de la matriz A - A" es distinto de cero, concluimos
que (A - A”) posee inversa. [_]

10

Muestre que todas las matrices escalares de orden 3, distintas de la nula,
poseen inversa.

Solucion:
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E 0 0

E=10 k 0] representa a todas las matrices escalares de orden 3 distintas
0 0 k

de lanulasi k #0

Ahora
'k 0 0

|E|:|O k OI:k:37é0,puesk:7é0
0 0 k|

De lo anterior, concluimos que E posee inversa porque su determinante es
distinto de cero.

Finalmente, podemos decir que todas las matrices escalares de orden 3,
distintas de la nula, poseen inversa. |:|

11
0O 1 -1 a
., -1 a 1 —1
Resuelva la ecuacion |A| =3 con A = 11 -1 0 ,a€eR
0 1 1 1

Solucion:

Triangularicemos la matriz A usando operaciones elementales.

0 1 -1 a 1 1 —1 0
—1 a 1 —]_ —>F13 1 a 1 —1 N F1(1)+F2
1 1 —1 0 1 -1 a
01 1 1 0o 1 1 1
[ 1 1 -1 0 [1 1 -1 0
0 l+a 0 =11 0 1 1 1 pmeyn
0 1 -1 a 0 1 -1 a
0 1 1 1 0 1+a O —1
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1 1 -1 0 1
O 1 1 ]‘ HFQ(—l_a)+F4 0
0 0 -2 a-—-1 0
0 14a 0 -1 0
1 1 -1 0

0 1 1 1

0 0 -2 a—1

00 0 —ia®-a—3
|A|:—2(—%a2—a—%):a2—|—2a+3

Finalmente resolvamos la ecuacion |A| =3 :

SO ==

-1 0
1 1 ., By(—(1+a)/2)+F
—2 a—1

—1l-a —-2-a

Al =3 :>a2—i—2a—|—3:3:>a2—|—2a:O:>a(a—|—2):0:>{Zlio 5

o= —
Concluimos que los valores de a que hacen que det(A)=3 sona= —2y
a=0. D
12

Muestre que si R = [ _11}, entonces |[R- RT +31] >0

Solucion:

Calculemos R - RT

pw= o —u=

Calculemos 31

w-afs 8-
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Luego

1 -1 30 4 -1
. RT _ _
R-RT+31 [_1 1}+[0 3] [_1 4]

Finalmente,
IR-RT +31|= o 51— 15>0 H|
-1 4
13
1 1 1
Muestre que la matriz | ap a1 ax | € M3(R) esinvertible si ayg # a1 # as
2 2 2
g a4y
Solucién:
1 1 1|
lao a1 ay| = a1a3 + asal + apal + — arad — asal — apa3 =
2 2 2
| ap ay Gy ‘

ay(a3 — a2) + ap(a? — a?) + ax(a? — a?) # 0, pues ag # a; # azy al menos dos de

estas constantes es distinta de cero, ademas a? — a? # 0, para ¢ # j. |:|

14

Muestre que : |A| =4 = |2(AT - I,- A~1)7!| =27 para A € M, (R)

Solucioén:

Usando las propiedades Det1), Det2), Det7) y Det12) de 38, se tiene que
12(AT - I, - A Y)Y =2 (AT - [, - A )7 =27 = 2"

1 1
|AT-1,- A~ |AT|[ LAY
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, 1 1 w1 ,
2IL — 2TL — 2[1, — 2!L
Al1-|A-L 1 1
[AJ-T-]A7] Al 7 47

Hemos mostrado que: |A| = 4 = [2(AT - I, - A~Y)~!| = 27, para A € M,,(R) |:|

18
0o 2 -1
SeaA=1|3 5 7
1 4 -3
Calcule :

a)| AT - A7 + 3|2 A
byAt—2A
Solucion:

En primer lugar es conveniente calcular el determinante de A, porque de ese
modo podemos saber si posee inversa.

0 2 —1|
|A|=13 5 7 |=0+14-12+5-0+18=25
11 4 =3

Dado que | A| # 0, A posee inversa.

a) [ AT - AT 4 32 A = | AT || AT+ (3)(2°) | Al = [ Al g + (3)(2) | A] =

1+ 24 A] = 1+ 24(25) = 601

b) Calculemos A~! usando operaciones elementales.

0O 2 -1 : 1 0 O 1 4 -3 0 0 1
3 5 7 01 0 =Tsl3 5 7 0 1 0| — Bi(=3)+R
1 4 -3 : 0 0 1 0o 2 -1 1 0 O
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[1 4 -3 0 0 1
0 —7 16 0 1 —3| — 20U
0 2 -1 1 0 0
[1 4 -3 0 0 1
0 1 —16/7 0 —1/7 3/7| — PEAHE
02 -1 1 0 0
[1 4 -3 0 0 1
0 1 —16/7 0 —1/7 3/7 | — B(1/2)
0 0 25/7 1 2/7  —6/7
[1 4 -3 0 0 1
0 1 —16/7 0o -—1/7 3/1 | —
0 0 1 7/25 2/25 —6/25
[1 4 0 21/25 6/25 7/25
01 0 16/25 1/25 —3/25| — PoUHE
0 0 1 7/25 2/25 —6/25
[1 0 0 —43/25 2/25 19/25
0 1 0 16/25 1/25 —3/25
0 0 1 7/25  2/25 —6/25
—43/25 2/25 19/25
LA = 16/25 1/25 —3/25
7/25  2/25 —6/25
Luego :
—43/25 2/25 19/25 [0 2
A1 —2A=1 16/25 1/25 —3/25| —2{3 5
7/25  2/25 —6/25 |1 4
[ —43/25 2/25 19/25 0 4 =2
16/25 1/25 —3/25| — |6 10 14 | =
7/25  2/25 —6/25 2 8 —6]
[ —43/25 —98/25  69/25
—134/25 —249/25 —353/25 | []
| —43/25 —198/25  144/25
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Muestre que no existen matrices cuadradas de orden 3 con determinante igual
a 1, que sean antisimétricas.

Solucion:
0 a b

Sea A= | —a 0 ¢ |una matriz antisimétrica cualquiera de orden 3, con
—b —¢c O

a,by c constantes reales cualesquiera.

i 0 a bi
—a 0 ¢{=0—abc+abc—0—-0—-0=0
!—b —c O}

Lo anterior muestra que todas las matrices antisimétricas de orden 3 poseen
determinante igual a cero, por lo que no existen matrices cuadradas de orden
3 con determinante igual a 1, que sean antisimétricas. [_]

20
1 3 5 2|
Usando operaciones elementales, calcule } (2) _1 L S g }
‘ 3 2 4 8 ‘

Solucion:

Triangularicemos para después calcular el determinante.
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1 3 5 2 1 3 5 2

0 -1 3 4 Fi(=2)+F 0 -1 3 4 Fi(=3)+F,
2 1 96| |lo -5 —1 2|

3 2 48 3 2 4 8

1 3 5 2] 1 3 5 2 ]
0 -5 —1 2|77 "lo 0o -—16 —18] '
0 -7 —11 2 0o —7 —11 2

1 3 5 2 1 3 5 2
0o -1 3 4 | prosn|0 -1 3 4
0 0 —16 —18 0 0 —16 —18
0 0 —-32 -—26 0 0 0 10

Como hemos ocupado solamente operaciones elementales del tercer tipo
(multiplicar una fila por un escalar no nulo y sumar el resultado a otra fila),
entonces el determinante de la matriz original es igual al determinante de la
matriz triangular.

S
0 -1 3 4 0 -1 3 4

2 1 96/ =0 o —16 —1s==D(=16)00) =160 []

}3 2 4 8! !0 0 0 10 }

21

Si |A|= —1,y se realizan las siguientes operaciones: invierto, luego

intercambio las filas 1 y 10, luego traspongo, luego multiplico la fila 1 por — 1,
y finalmente sumo 5 veces la fila 3 a la 11. Entonces muestre que el
determinante de la matriz obtenida es — 1.

Solucién:
|A| = _ ] — invierto g4 —Ll — _ ] — intercambio 7.4 _ — (-1 =1
= traspongodet =1= multiplico por _1det — _ 1(1) = —-1= F3(5)+F]1det - 1

Finalmente, el determinante de la matriz obtenida es — 1 [_]
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1 0 -1 0
. . 0 a 1 -1
Calcule el determinante de la matriz A = 01 -1 o |9 € R, usando
a 1 1 1
operaciones elementales.
Solucién:
1 0 -1 0 1 0 -1 0
A= 0 a 1 -1 F](—CL)+F4 a0l 0 a 1 -1 - Fg(—1)+F4
01 —1 0 01 -1 0
a 1 1 1 0 1 1+a 1
1.0 -1 0 L0 —1 0
0 a 1 -1 Fy(~ 1)+ Fy 0 a 1 ) —1 1 N Fg((21++(1{3a)+F4a¢—1
01 -1 0 00 —-1-2 =
100 2+a 1 0 0 2+a 1
10 -1 0 [1 0 -1 0 ]
0 a 1 -1 0 a 1 -1
1 1 = (1+a) 1
0 O - 1 - a a2 O 0 — a a
2ta 342
[0 0 0 L+ 00 0 T
1+ 342
Por lo tanto, | Al =1(a)( - ( aa))(ﬁ): — (3+2a) = — 3 - 2a,
a#0,a# —1.
Casos especiales:
i)a=0
1 0 -1 0 1 0 -1 0
4|0 a 1 —1p 00 1 -1
o1 -1 0 {01 -1 0
a 1 1 1 0 1 1 1
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Luego

[1 0 —1 0 ] [1 0 —1 0 ] [1 0 —1 0
100 1 —1p p,|0 1 1 L | By |0 11 I
0O 1 -1 0 0O 1 -1 0 00 -2 -1
0 1 1 1 0 0 1 -1 0 0 1 -1
1 0 -1 0
-, Fs(3)+F; 01 1 1
0o 0 -2 -1
3
o0 o -3

El determinante en este caso es
Al= = (=2(=3)= -3

Recuerde que un intercambio de filas produce cambio de signo en el valor del
determinante.

ii)a= —1
P 0 —1 0] [1 0 -1 0}
A_|0 a 1 —-1{ [0 -1 1 —1|
—lo1 =1 o | ] o0 1 =1 0
a 1 1 1 -1 1 1 1

Luego, usando operaciones elementales, se tiene

1 0 -1 0 1 0 -1 0
o -1 1 =1 prayr|0 -1 1 =11 pa+r
0 1 -1 0 0 1 -1 0
| —1 1 1 1 0 1 0 1
(1 0 -1 0 ] 1 0 -1 o] [1 0 -1 0
0 -1 1 =1 pugmr|0 -1 1 -1 g |0 -1 1 —1|
0 1 -1 0 0 O 0 -1 0 O 1 0
(0 0 1 0 0 O 1 0 0 O 0 -1
El determinante en este casoes |A|= —(—-1(—1))= -1
Todo lo anterior nos muestraque |A|= —3—2a, a € R |:|
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Muestre que todas las matrices antisimétricas de orden 2, distintas de la nula,
poseen inversa

Solucioén:

0 a
—a 0
antisimétricas de orden 2, distintas de la nula.

Tenemos que A= [ } , con a # 0 representa a todas las matrices

Luego

0 a

—0—(_ _ 2
a0 =0—(—a)a=a*#0, puesa #0

|A|=\

Esto muestra que todas las matrices antisimétricas de orden 2, distintas de la
nula, poseen inversa

24
P cos(a) — sen(a) ,a € R= (P%)lexiste, Va € R
sen(a)  cos(a)
Solucioén:

Tenemos que

| P| = cos®*(a) + sen®*(a) =1#0,Va e R

Lo anterior implica que P! existe no importando el valor de oo € R

Ahora (P¥)t=(P-P-P)l=pPt.Pt. Pl = (P13 debe existir también

porque los productos involucrados existen.
Recuerde que P es cuadrada de orden 2,y su inversa también es cuadrada de

orden 2 []
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1 2 k
Determine el (los) valor (es)de ktalque A= |3 -1 1 ] sea singular
5)

3k =5

Solucién:
Recordemos que: A es singular < A~! no existe < |A| =0

Calculemos el determinante de A e igualémoslo a cero, para conocer los
valores para los cuales la matriz no posee inversa.

11 2 k|
13 =1 1 |=0=>5+10+9k*+5k—3k+30=0=
5 3k -5

Ok2 4+ 2k +45 = 0= k = —= V;L(‘gf(g)(%) = 2EVARIG

(,  —1++/404i
ki=—79

o Z2E2V/4040 g 14040
N 18 N 9 ik —1—\/404
2= 9
1 2 k
Por lo tanto, los valores para los cuales la matriz A= |3 -1 1 es
5 3k =5
singular son k; = 4% VAL g — _1% /4044 H|
26
a) Obtenga una matriz A € My(R) talque |A|= —1y Traza(A) =3
b)Sean Ae M,(R), B € M,(R) talesque |[A|= -1y |B|= — %

Calcule |2- AT - B7|
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Solucioén:
a) Consideremos, por ejemplo, la matriz A = (a b)

Tenemos:
|Al= -1 =a-b= -1 (1)

Traza(A)=3=2a=3=a=

[\ (V]

Reemplazando el valor de a recién obtenido en (1), se tiene:

2-P=-1=2-p=-1=p=3+1=r=Lop=/B
b—\/B
-2
Por lo tanto, una posible matriz tal que |A|= — 1y Traza(A) =3 es
) 3 V13
_ (@ _ 2 T2
A_<b a)_ V13 3 D
22
b) Tenemos que |A|= —1y |B|= -3, con A€ M,(R), B € M,(R)
Luego:

12-AT. B = 27| AT . B =2"| AT || B} =2"|A||B| ' =

—9on. 9 — 2n+1

Finalmente, [2- A" - B'| = 2" []
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fu(z)  fia(o)
fa(z)  fo(z)

derivada continua, en un intervalo 1.

Sea Fl(x)=

, con f;; funciones continuas y con primera

fii(x)  fia(z)
foa(z)  for(x)

fu(z)  fia(z)
fa(z)  f(z)

dF(z) _

Muestre que : —r = =

+

Solucién:
Usando la definicion de determinante para una matriz de orden 2, tenemos que

fu(z)  fra(z)

F@) =) fala)

= fu(@) fu(@) = fi2(@) fn(a)

Luego

F'(@) = f1) (@) fu2(@) + fu(w) fio(@) = Fia(w) fur(@) = fuo() i (2) =
[71(@) foal) = fuo(@) fin(@)] + | (@) Fia(@) = Fiof@) fr ()| =

fii(x)  fia(2)
fa(x)  falx)

fu(z)  fia(m)

T n(@) folz)

fl(z)  fio(x)
far(x)  foarlw)

fu(z)  fia(z)
fa(z)  fa(z)

Finalmente, aF@) _

dx +

33

Muestre que si A € M, (R)es invertible, entonces | Adj(A)| = | A"
Solucioén:

Sabemos que si A € M,,(R)es invertible, entonces A~! = ﬁAdj(A)
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AT = S Ad(A) = Adj(A) = |A| AT = | Adj(A) | = || AJAT | =

| Adj(A) | = | A" A7 = | Adj(A) | = |A[" 7 = | Adj(A)| = | A" [
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS NO RESUELTOS

[5]

[15]

[16]

[17]

[27]

[29]
[30]

[31]

DETERMINANTES

3T

a=km, a=5 +2km, conk €Z

P - M no existe, pues Pesdeorden 3 x 3y M esde
orden 2 x 2

68
Contraejemplo: (_O 1)

1 0
(s o)

b) Si es antisimétrica

2 —a—1
C) a’—2a’+a a*—2a3+a?
—a—1 a?+1

a*—2a3+a?  a®—2a+a?

d) No

+1/2

a) 22 + 2x
bjr=—-1l,z=12=2
a)3x® — 14x® —x + 2

b)x = _2_2\/5, T = —_2;\/5, x=2
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[32]

[34]
[35]

[36]

[37]

r=—4—+10,z= —4++/10
a)r = —%—i—klw,x:%—kkgw, con ki, ky € Z

b)x =km,conk € Z

c)r = —%—l—klw,x:%—l—kﬂ, con ki, ke € Z
a) — 8

b)0

)2

r=3, =26
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GUIA DE PRACTICO N°3

| SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Teoria Sistemas de Ecuaciones Lineales

40 Sistema de Ecuaciones Lineales

Se define un sistema de ecuaciones lineales como el conjunto de ecuaciones
con la estructura siguiente :

a11T1 + a2 + ... + a1,x, = by
ao1T1 + a9y + ... + Ao, = by

Am1T1 + Q2o + oo + GnTn = b

donde a;;,con i=1,2,....,m; j=1,2,...,n son nimeros reales conocidos, al
igual que los nUmeros b;,i=1,2,...,m.
A los nimeros desconocidos z;, j=1,2,...,n se les denomina incognitas.

41 Resolver un sistema de ecuaciones lineales consiste en obtener
los valores de las incognitas que satisfacen todas las ecuaciones.

Observemos que el sistema mencionado en la definicion 40 posee m
ecuaciones y n incognitas. Cuando el nUmero de ecuaciones coincide con el
numero de incognitas se dice que el sistema es cuadrado.

Un sistema es equivalente a otro cuando ambos poseen la misma solucién o las
mismas soluciones.
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42 Forma Matricial de un Sistema de Ecuaciones Lineales

Todos los sistemas de ecuaciones lineales se pueden escribir en forma
matricial del siguiente modo :

Ax=0>
con
ail aig : : : a1in
as1 Q2 ¢ : © Qo
A= . . R . la matriz de coeficientes
L Am1 Am?2 : : : Amn |
b
by
b= | - | el vector de constantes
by,
y
T
T9
xz = | - | el vector de incognitas
_xTL -
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43 Sistema Homogéneo

Un sistema Ax = b cuyo vector de constantes b es nulo, se denomina sistema
homogéneo, es decir, el sistema Axz =6 es un sistema homogéneo.

44 Métodos para Resolver Sistemas de Ecuaciones
Lineales Cuadrados

a) Método de Gauss o de Eliminaciéon Gaussiana

Este método consiste en aplicar operaciones elementales a la matriz ampliada
[A blasociada a la forma matricial Az =b de modo que la matriz de
coeficientes A sea transformada en una matriz triangular. Es importante
destacar que se aplican a la par las mismas operaciones elementales sobre el
vector de constantes b, generandose finalmente un sistema equivalente
triangular T'z = ¢ que se resuelve usando sustitucion regresiva o progresiva
dependiendo de si generamos una matriz triangular superior o inferior,
respectivamente.

Luego del proceso de triangulacion, la sustitucion regresiva consiste en
calcular primero =z, de la Ultima ecuacidon, después reemplazarla en la
penultima ecuacion para calcular z,,_1, y asi sucesivamente hasta calcular z;.
Luego del proceso de triangulacidon, la sustitucidon progresiva consiste en
calcular primero z; de la primera ecuacion, después reemplazarla en la
segunda ecuacion para calcular x4, y asi sucesivamente hasta calcular z,,.

b) Método de Jordan

Este método consiste en aplicar operaciones elementales a la matriz ampliada
[A b]asociada a la forma matricial Az =5b de modo que la matriz de
coeficientes A sea transformada en una matriz diagonal. Es importante
destacar que se aplican a la par las mismas operaciones elementales sobre el
vector de constantes b, generandose finalmente un sistema equivalente
diagonal Dz = d que se resuelve muy facilmente. Para obtener el sistema
diagonal se generan ceros bajo la diagonal principal y sobre la diagonal
principal de la matriz de coeficientes, por lo tanto, la primera etapa del
Método de Jordan, que es generar ceros bajo la diagonal principal o sobre la
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diagonal principal segun nuestra eleccion, coincide exactamente con el Método
de Gauss, es decir, el Método de Jordan incluye al Método de Gauss.

c) Método de la Inversa

El Método de la Inversa requiere que el determinante de la matriz de
coeficientes A sea distinto de cero, para asegurar la existencia de la inversa
de A.

Recordemos que la forma matricial de un sistema de ecuaciones lineales es
Az =b (1)

Si premultiplicamos (multiplicamos a izquierda) por A~! de la igualdad (1) se
tiene que:

AV (Az)=A"1 b =AM Az=A"b =1 z=A4"1b =
z=A"1b

De la expresion obtenida notamos que el Método de la Inversa consiste en que
para calcular el vector de incognitas debemos multiplicar la inversa de la
matriz de coeficientes por el vector de constantes.

d) Método de Cramer

El Método de Cramer requiere que el determinante de la matriz de
coeficientes sea distinto de cero.

Sean zj, j=1,2,...,n las n incognitas del sistema con n ecuaciones Az =b.
Sea Aj,con j=1,2,...,n, la matriz que se obtiene de A reemplazando la
columna : — ésima por el vector de constantes b.

El Método de Cramer nos dice que para obtener los valores de las incognitas
debemos usar la formula:

| Aj] .
T = ‘Aj‘ ,paraj=1,2,3,...,n
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45 Matriz Escalonada

Una matriz A se denomina matriz escalonada, o se dice que esta en forma
escalonada, si se cumplen las dos condiciones siguientes:

i) Todas la filas nulas, si las hay, estan en la parte inferior de la matriz.

i1) EL primer elemento no nulo de una fila estd a la derecha del primer
elemento no nulo de la fila anterior, o equivalentemente, el nUmero de ceros
anteriores al primer elemento no nulo de una fila va aumentando de fila en
fila.

1 1

3 2 -
3lyc=10 o0
1 0 0

o N O
S =N

1 2 —
Por ejemplo,siA=|2 1 |, B=|0 1

0 0 2
entonces A no esta en forma escalonada, B no esta en forma escalonada y
C esta escalonada.

46 Rango de una Matriz

Sea Ae M;,(K),y sea p €N tal que 1< p<minimo{m,n}. Se llama
menor de orden p de la matriz A al determinante de la matriz cuadrada de
orden p, que se obtiene de A eliminando m — p filas y n — p columnas.

El rango de una matriz es el mayor de los 6rdenes de los menores no nulos que
podemos encontrar en la matriz.

En forma alternativa, podemos decir que el rango de una matriz es el niUmero
de filas distintas de la nula, luego que la matriz ha sido escalonada.

El rango de una matriz es cero si y solo si la matriz es nula.

47 Clasificacion de los Sistemas de Ecuaciones Lineales
Rectangulares.

Un sistema de ecuaciones lineales se dice rectangular cuando no
necesariamente es cuadrado.
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Clasificaremos los sistemas haciendo uso del concepto de rango de una matriz.
Esta clasificacion recibe el nombre de Teorema de Rouché-Frobenius.

Sea Az = b un sistema de ecuaciones lineales escrito en forma matricial, con
n incognitas. Sean r4, elrangode A y ry4, el rango de la matriz ampliada
(A:b)

i) Si rq =ra =mn, entonces el sistema posee solo una solucion. En este caso,
se dice que el sistema es compatible determinado.

ii) Si ry = ru < n, entonces el sistema posee infinitas soluciones

En este caso, se deben fijar n —r, incognitas y despejar las restantes
incognitas en términos de las que se fijaron.

El sistema, en este caso, se dice que es compatible indeterminado.

iii) Si ra # rap, €ntonces el sistema no posee soluciones. En este caso, se dice
que el sistema es incompatible.
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EJERCICIOS

SISTEMAS DE ECUACIONES

I LINEALES I

[1] Escriba, en forma matricial, los siguientes sistemas de ecuaciones
lineales :

a)
3r—2y= —4
—rz+y= —1

con = y y incégnitas.

b)
T1 — Xy = — T3
To +2x4 = — 323

con x1, T2, T3 Y 4 incognitas.
c)
r—t=mx

con z y t incognitas.

[2] Resuelva, usando el Método de Gauss, el sistema de ecuaciones lineales
siguiente:

20 +3y — 2z =1

z—2=0
—x+2y—32=6
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[3] Resuelva, usando el Método de Jordan, el sistema de ecuaciones lineales
siguiente:

20 +3y—z2z=1
r—2z=0
—z+4+2y—32=6

[4] Resuelva, usando el Método de la Inversa, el sistema de ecuaciones
lineales siguiente:

r+y—z=1
r+2y—2z=0
—rx4+y—32=2

[5] Resuelva, usando el Método de Cramer, el sistema de ecuaciones lineales
siguiente:

r+y—z=1
r+2y—2=0
—r+y—3z=2

[6] calcule el rango de las siguientes matrices:

1 -1 2 0
a) A= 1 1 1 -1
-1 1 =2 0
[2 1 —1
WB=|1 2 -1
11 1
1 3 5 —2
)C=1_"5 0 0 1
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[7] Cclasifique los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, de acuerdo al
numero de soluciones que tenga:

a)

3r—2y+z2z=1

r—4y—2z=0
—r+4y+z= —1
b)

20 —y =4

T—y=

c)

r—4=y+z

4—x =4z

[8] Resuelva el sistema

3r —2y+5z=1
r—y+z2=0

[9] Muestre que si v y v son dos soluciones del sistema homogéneo Az = 0,
entonces 3u — 2v es también solucion.

[10] Resuelva el siguiente sistema usando Cramer y Jordan :
2$1 —3332—|—$3 = —1

—z1+x3=0

T — To + 35(33 =1

[11] Analice la veracidad de la siguiente afirmacion:

El sistema 22 —3y =1, x — 5y = %, tiene como solucion al vector (

W= DO =
\—/
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[12] obtenga la solucién del sistema
ar+y—z=1

r—y+z=3

3x+6y—Tz=5

usando : a) Gauss b)Jordan, cona€eR

1 —a 1

[13] Muestre que si A=|a 1 a]|,con acR,entonces el sistema

1 a 1
homogéneo asociado posee infinitas soluciones.

[14] Resuelva el sistema

y—z2=—1; dr+6=52 ; 3x—2y= —3z—4

usando :
a) Cramer
b) Jordan
1 -3 2 -1
[15] sia=|1 —1 o0 |,b=| 2 |ye=
3 2 -1 0
T
el sistema A- | 22| +¢c = b usando:
T3

a) El método de Gauss
¢) EL método de la inversa

[16] Resuelva el sistema
3$1 — X9 + Iy = 1
T3 — Ty = 5331
To — L1 = 4 — 3.’132

usando Cramer.

1350
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b) El método de Cramer

—1

, entonces resuelva



[17] Recordemos que un sistema Az = b es homogéneo si b = 0.
Muestre que el sistema

3x1 — cos(m) — bxry =1 — 2x3

4333 — 5332 =T — 356'3

es homogéneo, si consideramos x;, x>y x3 como incdgnitas.

[18] Resuelva el sistema

20 — 3y =2
r+dy= —4
usando
a) el método de la inversa
b) Cramer
¢) Jordan

[19] Dadas las ecuaciones

20 —y+2=1
r+y+z=0
3r —32=6

a) Escriba el sistema en forma matricial
b) Calcule el determinante de la matriz de coeficientes
c¢) Resuelva el sistema usando el método de Cramer

d) Resuelva el sistema usando el método de Gauss

[20] Analice la veracidad de la afirmacién: "Todos los sistemas con 3
ecuaciones y 2 incognitas poseen infinitas soluciones”.
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[21] Muestre que el sistema 2z — o4 x3=>5; 31 — 13 = 2

—x + %1'3 = a, con a # 0, no posee solucion

[22] Explique si es verdad o mentira que si o + 3 = 0, entonces el sistema

x4+ ycos(a) =0
xcos(a) +y+cos(B)z=0
ycos(B)+2z=0

no posee solucion.

[23] Resuelva el sistemadado, suponiendo que ¢ es constante.
3r1 — 4xy + x3 = 6¢
T — 3¢ = 4xy

[24] Muestre que el sistema

20+ 3y+2=1
=2

3a
5 - gFY=a

siempre posee infinitas soluciones, con a constante real.

[25] Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones :

a) —3x+4y—1=2
6r—8y+3=a, acR

b) 4t —2y+z=1—2x

z+y= —1
r=t+w

[26] Obtenga los valores de a € R tales que el siguiente sistema

3r1—x9+ax3 =0
Ty —x3=a+1
—axr1+xTr0o= —a
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tenga: 7)Unica solucion, i7)infinitas soluciones, i) ninguna solucion.
Calcule las soluciones en el caso ii).

[27] Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones :
a) 3z —2t+6z="5—3y

5—3t+8y= —4dr+w
mx—ey=>0

b) 3r1 — 229+ 423 =0
3%2—6%3:0
T — 29+ x3=0

[28] Obtenga el(los) valor(es) de a, con a > 0, de modo que el sistema

ar —y =20
r—ay=20

posea infinitas soluciones.

[29] Aplique el método de la inversa para resolver el siguiente sistema :

3r—4dy+z= —1
r—y+z=4
—r+y= -3

[30] Resuelva el sistema
31 — 229 = —x3+1
Ty — Lo = 55(31 —6

To+ 3x3 =4z — 4

usando : a)Gauss b)Jordan c¢)Cramer
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[31] Resuelva el sistema

201 — 329+ 23 = — 3
1+ 5x9 —x3 =4
3$1—2$2:1—$3

usando el método de Cramer

[32] Resuelva el sistema

r—3y+z=1
—r—2y+2z=0
%x—y—zzQ

usando el método de Cramer

[33] Sea la matriz A(z) = (ffffg) f{rﬁﬁz)) € M5(R), donde f representa

una funcion cualquiera y f', '/, f''’, la primera, segunda y tercera derivada
de frespectivamente.

a) Decida si A(1) posee inversa, para f(r) = 22 — 2z + 1.
b) Resuelva el sistema A(r) (Z) = (8), para f(z) = sen(z).
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PROBLEMAS RESUELTOS
SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Escriba, en forma matricial, los siguientes sistemas de ecuaciones lineales :

a)
3r —2y= —4
—r+y= —1

con = y y incognitas.

b)
1 — g = — X3
Ty +2x4 = — 327

con w1, Ty, T3 Y T4incognitas.
¢)
r—t=mx

con z y t incognitas.

Solucion:

a)
3 —2y= —4
—r+y=—1
con = y y incognitas.

El sistema
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3r—2y= —4
—r+y= —1

esta formado por 2 ecuaciones y 2 incégnitas, es decir, es un sistema cuadrado.
Escribamoslo en forma matricial.

Az =0b

con

Adicionalmente podemos considerar distintas formas de escribir el sistema
anterior de acuerdo a la disposicion de sus elementos.

Si reordenamos las incdgnitas, entonces aparece el sistema equivalente :

—2y+3r= —4
y—z= —1

cuya expresion matriciales Ax =b

con

AR

Observemos que un cambio en el orden de las incognitas produce un cambio en
las columnas de la matriz de coeficientes.

Si ahora cambiamos el orden de las ecuaciones se obtiene el sistema
equivalente :

—rz+y= —1
3r—2y= —4

con expresion matricial asociada: Az = b

Donde A:[‘Sl _12}; :[iﬂ;‘”:m



Observemos que un cambio en el orden de las ecuaciones produce un cambio
en las filas de la matriz de coeficientes y también en las filas del vector de
constantes. |:|

b)
T1 — Xy = — T3
To +2x4 = — 323

con 1, To, x3 Y x4 incognitas.
Este sistema esta formado por 2 ecuaciones y 4 incognitas.

Reordenando los elementos para que aparezcan de la forma indicada en
36, se tiene que :

T1+x3—24=0
31+ 29+ 224 =0

Ahora escribamos este sistema homogéneo en forma matricial.

Az =0b

Notemos que siempre es posible, conocida la forma matricial, escribir el
sistema asociado en la forma normal.

]

| |0 N r1+w3—x4 | |0 N
[:@J_ 0 31+ a0 +2x4| |0

Ty

1 01 -1
31 0 2

T1+x3—24=0
3r1+x9+ 224 =0

Esto nos permite ver que, un sistema de ecuaciones lineales escrito en la
forma normal es equivalente al correspondiente escrito en forma matricial [_]
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c)

r—t=mx

con zx y t incognitas.

Reordenando los elementos, se tiene que :
r—mr —t=0=>(1—-m)x—t=0

Este sistema esta formado por una ecuacidn y 2 incognitas. Su forma matricial
es Az =2»>

con
A=[l-n —1];b=[0];2z= {x}

Este sistema también es homogéneo, pues su vector de constantes b es igual al
vector nulo. [_]

2

Resuelva, usando el Método de Gauss, el sistema de ecuaciones lineales
siguiente:

r— z=
—x4+2y—32=6

Solucion:

En primer lugar debemos escribir el sistema en forma matricial.

2 3 -1 z 1
A= 1 0 —1|l;:z=|y|:b=1]0
~1 2 -3 2 6

Calculemos el determinante de la matriz de coeficientes.
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2 3 -1
|Al=| 1 0 —1{=043-2-0+44+9=14#0
-1 2 =3

Ahora aplicaremos operaciones elementales sobre la matriz ampliada [A b]
con el objeto de triangular la matriz A,y de ese modo obtener un sistema
triangular equivalente Tz = ¢

2 3 —1 : 1
[A bl=| 1 0 -1 : o — BEYDHRRAA2)4E
~1 2 -3 : 6
2 3 | 2 3 ~1 1
0 —3/2 —1/2 : —1/2| —=BO+HIg _3/2 _1/2 . —1/2
0 T7/2 —7/2 : 13/2 0 0 —14/3 : 16/3

Hemos conseguido triangularizar superiormente la matriz A, con lo que el
sistema triangular equivalente es:

20 +3y—z2=1
—3:=3
2 3 -1 . 1
conT=|0 —5 —35|iz=|y|;e=|"3
o o -4 z o

Usando sustitucion regresiva, es decir, partimos resolviendo la Ultima ecuacion
para despejar la Ultima incégnita y el resultado obtenido se reemplaza en la
penultima ecuacion para despejar la penultima incégnita y asi sucesivamente,
se tiene que:

_ 16 _ _ 8

=TT 7

3., _ 1 _ 1 3,1 __ 1 _ 38 3, _ 15 _ 2 15 _ 95
Yy =35 92 =¥ =3 73 ( 7):>2y—14:> =3 1T Y=7
2x:1+z—3y:>2x:1—§—%:>2x:—%ix:—%

Finalmente, podemos decir que el vector solucion del sistema
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20 +3y—z=1
r—2=0
—z+4+2y—32=6

3

Resuelva, usando el Método de Jordan, el sistema de ecuaciones lineales
siguiente:

20 +3y —z=1
rz—2=0
—x+2y—32=6

Solucion:

Observemos que el sistema anterior es el mismo que resolvimos en el ejercicio
56, usando el Método de Gauss.

[ 2 3 -1 : 11
[A b]= 1 0 —1 : ol — B(E12)+R;F(1/2)+F
L -1 2 -3 6J
[2 3 -1 1 ] [2 3 —1 : 1 W
0 —3/2 —1/2 : —1/2| = BOBE g _3/9 _1/2 . —1/2
[0 7/2 —17/2 :  13/2 0 0 —14/3 : 16/3 J

Falta la segunda etapa del proceso, que es generar los ceros en la parte
superior de la matriz de coeficientes.

[2 3 -1 1 ]
0 —3/2 —-1/2 : —1/2| — F3(=3/28)+F; F3(—3/14)+F
[O 0 —-14/3 16/3
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2 3 0 L =17 2 0 0 . —16/7
0 —3/2 0 . —15/14 | — PO+R o _3/2 . —15/14
0 0 —14/3 : 16/3 0 0 —14/3 : 16/3

Hemos conseguido obtener el sistema diagonal Dz = d con

16

[2 0. 01 . -7
D=0 -3 0 s e=|y|;d=| —1]
EIERNE) R S R

3

Para resolver el sistema anterior debemos despejar directamente cada
incognita de cada ecuacion :

_ _ 16 _ _ 8
2r=-Oo5p= -8
3, _ 15 . _5
Y= T Y=
14 _ 16 _ _ 8
—3r=3TE= 7

Finalmente la solucion del sistema
20 +3y—z=1
r— z=20

—z+4+2y—32=6

es

que coincide, como era previsible, con la obtenida usando el Método de
Gauss.
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Resuelva, usando el Método de la Inversa, el sistema de ecuaciones lineales
siguiente:

r+y—z=1
r+2y—2z=0
—rx4+y—32=2
Solucién:

En primer lugar debemos verificar si la matriz de coeficientes posee un
determinante distinto de cero.

11 —1]
A= 1 2 —1|=-6+1-1-2+1+3=—4%#0
-1 1 =3

Ahora podemos proceder con el calculo de la inversa de A sabiendo que tal
inversa existe porque | A| # 0

Para calcular la inversa podemos usar operaciones elementales o el método de
la adjunta. Usaremos operaciones elementales.

1 1 -1 : 1 0 0
1 2 —1 : 0 1 0| — BEDHRRQ)+E
-1 1 -3 : 0 0 1]
(1 1 —1 1 0 0]
01 0 —1 1 0| — BCE2HE
0 2 —4 1 0 1)
1 1 —1 1 0
0 1 0 —1 1 0 _>F3(_1/4)
0 0 —4 3 -2 1
1 1 —1 1 0 0
01 0 -1 1 0 — B(O)+F
0 0 1 —3/4 1/2 —1/4
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(1 1.0 : 1/4 1/2 —1/4

01 0 -1 1 0 s B(=1)+rH

0 01 : -—3/4 1/2 —1/4

(1 0 0 : 5/4 —1/2 —1/4

0O 1 0 -1 1 0

001 : =3/4 1/2 -1/4
5 1 1
1 T2 —z]

T
w:A_l-b: Yy =
z

Las incognitas toman los valores = =

=100
<
I
|
—
<
I\
I
I
>t

5

Resuelva, usando el Método de Cramer, el sistema de ecuaciones lineales
siguiente:

r+y—z=1

r+2y—2=0
—r+y—3z=2
Solucion:

En primer lugar escribamos el sistema en forma matricial.

1 1 -1 T 1
A= 1 2 —-1}; z={y|; b=10
-1 1 -3 z 2

Calculemos ahora el determinante de A para saber si es distinto de cero.
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11 —1]

A= 1 2 —1|=-6+1-1-2+1+3=—4%#0
-1 1 =3
1 1 -1
0 2 -1
A2 3 6—2404441-0 _ -3 _ 3
MET=TA T T4 T 1 =17

Notemos que A; es la matriz que se obtiene de A reemplazando la primera

1 1
columna | 1 por el vector de constantes b= | 0
-1 2
1 1 -1
|1 0 —1|
oA |12 31 041-9-04243 4 _

Notemos que A, es la matriz que se obtiene de A reemplazando la segunda

1 1
columna | 2 | por el vector de constantes b= | 0
1 2
|1 1 1|
|1 2 0]
[As| _ [-1 L 2] aqo04142-0-2 _ 5

| Ot

B=2ZTA] = 4 —4 —1

Notemos que A; es la matriz que se obtiene de A reemplazando la tercera

—1 1
columna | — 1 | por el vector de constantes b = | 0
-3 2

Finalmente el vector solucion esta dado por:

ANEEER
x=|x|=|y| =] —1 D
)T
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Calcule el rango de las siguientes matrices:

1 -1 2 0
a) A= | 1 1 1 -1
-1 1 -2 0
[2 1 —1
nWB=|1 2 -1
11 1
1 3 5 —2
)C=1_5 0 0 1
Solucién:
1 -1 2 0
a) A= 1 1 1 -1
-1 1 —2 0

Observamos que es imposible seguir generando ceros sin perder los que ya
hemos ganado. Cuando llegamos a esta etapa significa que el proceso de
escalonamiento ha terminado, y procedemos a contar las filas distintas de la
nula, nimero que se corresponde con el rango de la matriz A.

Luego: rango(A) = 2 D
-1

2 1
HB=|1 2 -1
11 1
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2 1 -1
1 2 —1| — AE1Y2)+F; Fi(=1/2)+F;
11 1

(2 1 —1 2 1 —1
0 3/2 —1/2| — BEATEIg 372 —1/2
0 1/2  3/2 0 0 5/2

Hemos finalizado el proceso de escalonamiento, que en este caso como la
matriz es cuadrada coincide exactamente con una triangulacién comudn. Ahora
contamos el numero de filas distintas de la nula y concluimos que
rango(B) = 3, pues se observan tres filas distintas de la nula.

1 3 5 =2 — F(2)+F
0 0 1

1 3 5 =2
0 6 10 -3

Es imposible seguir generando ceros, por lo tanto, rango(C) = 2. |:|

7

Clasifique los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, de acuerdo al numero
de soluciones que tenga:

a)

3r—2y+z=1
r—4y—2=0
—rz4+4dy+z2= -1

b)
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20 —y =4

r—y=

c)
r—4=y+z
4—x =4z
Solucion:

a) Elsistema
3r—2y+z2z=1
r—4y—2=0
—rz4+4dy+z2= -1

escrito en forma matricial es:

3 -2 1 x 1
A= 1 -4 —-1|(;,xz=]y|; b= 0
-1 4 1 z —1

Trabajaremos solo con la matriz ampliada (A :b), pues de ésta podemos
extraer la informacion relativa al rango de Ay al rango de la ampliada.

3 -2 1 : 1

(A : b) - 1 -4 -1 : 0 — Fi(-1/3)+Fy ; Fi(1/3)+F3
-1 4 1 |

3 —2 1 : 1

0 -—-10/3 —-4/3 : —-1/3| — Fy(1)+F3

| 0 10/3 4/3 : —2/3_

_3 -2 1 : 1 ]

0 -—-10/3 —-4/3 : —1/3

0 0 0 : -1 |

Tenemos que ry =2y 71y =3. Como ambos numeros son distintos,
concluimos que el sistema no posee solucién. [_]
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b) El sistema

20 —y =4
r—y=1

escrito en forma matricial es:

oofi e[

Luego

(A:b) = {% _i 411} — F(-1/2)+F,
2 -1 : 4

o —-1/2 : -1

Tenemos que r4, =2 =14 =n. Lo anterior, nos dice que el sistema posee
una solucién. []

c¢) El sistema

r—4d=y+z
4—x =4z

lo podemos reescribir como

r—y—z=4
r4+4z=4

y escrito en forma matricial es:

X
1 -1 -1 4
Sl AR R 11 R M
z
Luego
o |1~ 1 4 Fi(=1)+F,
(A.b)_{1 0 4 4}_)



Tenemos que r4 =2 =ry <n=23. Lo anterior, nos dice que el sistema
posee infinitas soluciones. [_]

8

Resuelva el sistema 3r—2y+5z=1
r—y+2z2=0

Solucidén:

El sistema dado, escrito en forma matricial es Ax=0>b, con
x

(1 2D (y) - ()

Luego, la matriz ampliada (A : b) es ﬁ :? i’ (1)}

Asi,

3 -2 5 1 Fi(=1/3)+F,
[1 ~1 1 o}ﬁ

3 -2 5 1
0 —1/3 —2/3 —1/3}

r1 = rango(A) =2 =ry = rango(A : b) < N = 3 = existen infinitas soluciones
Fijemos, por ejemplo, z :
—y/3-22/3=—-1/3=>y+22=1=>y=1-22
3r—2y+5z=1=>2r=(14+2y—52)/3=>0c=(1+2—-42—-52)/3 =
r=0383-92)/3=2x=1-32

1—-3z2

x
z=|y|l=1(1—-2z],z€eR D
z z
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Muestre que si u y v son dos soluciones del sistema homogéneo Ax = 0,
entonces 3u — 2v es también solucion.

Solucion:

Si u y v son dos soluciones del sistema homogéneo Ax = 0, entonces Au =0y
Av =20

Luego
ABu—2v) =3Au—2Av=30—-20=10

Esto muestra que 3u — 2v es también solucién. [_]

10
Resuelva el siguiente sistema usando Cramer y Jordan :
2%1—3%24-583 = —1
—x + Iy = 0

Ty —xo+ 33 =1

Solucion:
a) Cramer.
2 -3 1 -1 i 2 -3 1|
A= -1 0 1|,b=1|0 sz‘—l 0 = -9
1 -1 3 1 1 -1 3
-1 -3 1
0 0 1
BN VY S Ot QN o R SR
LU= T [A] TT9 T 979
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2 -1 1
—1 0 1
[Aof | 1 3] 1123 _ -7 _7
T2 =y T [A] - 9 T 970
2 -3 -1
-1 0 0
|4s] V-t T 13 _ —4_ 4
T8= Al T [A] TT9 T 979
4
1 9
) = g
x3 4
9
b) Jordan.
2 -3 1 -1 -1 0
(A:b)y=] -1 0 1 0 |—="] 2 -3
1 -1 3 1 1 -1
[ -1 0 1 0 ] -1 0 1
0 -3 3 —1| =m0+ o -3 3
1 -1 3 1 | 0 -1 4
[ -1 0 1 0 ] -1 0 1
0 -3 3 —1|=n8BE0R1 0 -3 0
0 0 3 4/3] 0 0 3
(-1 0 0 —4/9
0 -3 0 —-7/3
0 0 3 4/3
—$1:—§:>$1:§
—3.%2:—%#%2:%
3$3—§:>$3:§
4
1 9
) = g D
x3 4
9
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Obtenga la solucion del sistema

ar+y—z=1
r—y+z=3
3r+6y—T2=5

usando : a) Gauss b)Jordan, cona€R
Solucion:
a 1 -1
La matriz de coeficientes del sistemadadoes: A= |1 -1 1
3 6 -7

Calculemos el determinante de A para saber cuando tendra solucién uUnica.

ia 1 —1i
|A|:‘1 -1 1 ‘:7a—|—3—6—3—6a+7:a~|—1:():>a:—1
3 6 -7

Notamos que el sistema tendra solucion Unica si a # — 1.

a) Gauss.
a 1 -1 1 1 -1 1 3

(A:p)y=(1 -1 1 3| ="ela 1 -1 1| - HCOHRAEIHE
3 6 -7 5 3 6 -7 5

1 -1 1 3

0 14a —1-a 1-3a | — PEY+a)+H

0 9 — 10 —4

1 -1 1 3

0 14a —-1-—a 1-3a

0 0 -1 (23a —13)/(1 +a)

_ 23a—13 _ 13-23a
T2 1 T AT T1ta
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B _ 1-3a+(1+a)z _ 1-3a+13—23a _ 14—26a
(I+a)y—(+a)z=1-3a=y= T+a — Y= 1+a = Y= T
Tyt z=3=>r=34+y—z=>x=234+ 141—+2a6a _ 131—_'_25a - 3+3a+14—1—2i_6c?—13—|—23a

_ 4
=T = 1+a
4
T 1+a
14—26a
yl| = TTa ,aeR—-{ -1} D
z 13—23a
1+a
b) Jordan

Usando lo que ya hemos avanzado con Gauss.

1 -1 1 3
0 14a —-1-a 1-3a — Fy(=(+a))+ 55 Fy(1)+F)
0 0 -1 (23a —13)/(1 +a)
1 —1 0 (26a—10)/(1+a)
0 1+a O 14 — 26a —, B(1/(14a))+F
0 0 -1 (23a—-13)/(1+ a)
1 0 0 4/(1+ a)
0 14+a O 14 — 26a
0 0 -1 (23a—-13)/(1+ a)
_ 4
x 14+a

14—26a

(I+a)y=14—-26a =y =",

_ 23a-—13 5= 13—23a
— 14a — l14a

T
4—

y| = _11+2(16a ,a€eR—-{-1} D

2
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Observemos que si a = — 1, entonces el sistema original queda como

—r+ty—z=1
r—y+z=3
3r+6y—T2=5

Analicemos qué sucede con los rangos, para el sistema anterior.

—1 1 -1 1 -1 1 -1 1
1 1 1 3| sBtERRAE)EEBL g o o0 4| — F»
| 3 6 -7 5 0 3 —4 2
[ -1 1 -1 1
0 3 —4 2
0 0 0 2
Luego r4 =2 # ry, = 3. Esto muestra que para a = — 1 el sistema dado no

posee solucion.

13

1 a 1
asociado posee infinitas soluciones.

1 —a q
Muestre que si A = {a 1 aJ , con a € R, entonces el sistema homogéneo

Solucion:

Dado que la matriz A es cuadrada y esta asociada a un sistema homogéneo,
basta calcular la determinante de A para saber si el sistema homogéneo posee
infinitas o una Unica solucion, pues si la determinante es cero, entonces el
sistema homogéneo cuadrado posee infinitas soluciones y si el determinante el
distinto de cero posee una Unica solucion.

i1 —a 1i

|A|:‘a 1 a|:1—a2—{—a2—1—a2+a220, con a € R
11 a1

Esto muestra que efectivamente el sistema homogéneo asociado a la matriz A
posee infinitas soluciones. [_]
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Resuelva el sistema

y—z=—1; dze+6=52z ; 3x—2y= —32—-4

usando :

a) Cramer
b) Jordan

Solucion:

El sistema es :
y—z= —1

4y — 5z =

-6

3r—2y+3z2= —4

En formato matricial : Az = b, con

0 1 —1 €T —1
A=14 0 -5, z=|y|,b=| —6
3 -2 3 z —4
o 1 —1i
|A|—‘ 0 —5‘:—15+8—12:—197é0
a) Cramer
1 1 -1
6 0 -5
|74 =2 3| 90-12410+18 36
n=re [A] =" -"h - "D
0 -1 -1
4 -6 -5
_ 3 =4 3 15416-18+412 25
EYSTAT ST o T
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0

1

-1

4 0 -6
_ 13 =2 Al _1848+16 6
T3 =2 = [A] =7 19 T T 19
_ 36
_| Tk
z _ 6
19
b) Jordan
0o 1 -1 -1 3 -2 3 -4
4 0 -5 —6|—"l4 0 -5 —6|— NI
3 -2 3 —4 0 1 -1 -1
[3 -2 3 —4
0 8/3 —9 —2/3| — B3AHE
0o 1 -1 -1
[3 -2 3 —4
0 83 -9 —2/3|— F3(72/19)+Fy; F3(—24/19)+F)
0 0 19/8 -3/4
3 -2 0  —58/19 3 0 0 —108/19
0 83 0 —200/57| — PEH+FR 19 8/3 0 —200/57
0 0 19/8 -3/4 0 0 19/8 —3/4
_ _ 108 _ 36
337——19 =T = — Ty
8 200 25
3= "5 TYE T D
19 3 6
BET T1TAT 19
_ 36
_| Tk
z _ 6
19
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1 -3 2 —1 0
SiA=1|1 -1 0 |,b=]| 2 |y ec¢=| —1/|,entonces resuelva el
3 2 -1 0 2
x1
sistema A- |xzy| +¢=b usando:
x3
a) El método de Gauss b) El método de Cramer

¢) El método de la inversa

Solucion:
I 1 -3 2 .’L‘l— 0 —1
A- 1o +ec=b= 11 -1 0 x|+ -1 = 2 =
T3 3 2 —1 .’L‘g_ 2 0
1 -3 2 ) -1 0 ] 1 -3 2 x1 -1
1 -1 0 X2 | = 2 — -1l =11 -1 0 T2 | = 3
3 2 -1 T3 0 2 3 2 -1 T3 -2
1 -3 2|
[Al=]1 -1 0 |=14+04446-0-3=8%#0
13 2 =1
1 -3 2 -1 1 -3 2 -1
Fi(—-1)+F _ !
a)|1 -1 0 3 —>F1E_331F§ 0 2 -2 4 | — BEWDER
3 2 -1 -2 0 11 -7 1
1 -3 2 -1
0o 2 -2 4
0 0 4 =21

Por lo tanto, el sistema triangular equivalente es :

dzy= -2 = a3 = — 2

_ _ 1 _ _ 21 _ 13
2332—21'3—4$$2—5(4-1-21‘3)@:[:2—24-333::1:2_2—?_ -3
331—3$2+2333: —1:>$1: _1+3$2—2ZB3$£€1: _1_%_1_42_2: _i
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El vector solucion es

I 4
13
L2 | = | — % D
I3 _ 2
4
b)
-1 -3
3 -1
o ) L —140+412-4-9-0 _ -2 _ 1
1= = 8 8 4
1 -1 2
1 3 0
. 3 -2 -1} _340-4-18-1-0 _ —26 _ 13
9 = g = 8 -8 4
1 -3 -1
1 -1 3
e 132 2] 2-27-2-3-6-6 _ —42 _ _ 21
3= g = 8 -8 4

El vector solucion es

a

c¢) Calculemos la inversa de A usando operaciones elementales.

-3 2 | 100 er
5 O1 } 8 (1) (1) —>F1(—3)+F§
| 1 0 01
\ -1 1 0 _, x(1/2)
| =3 0 1J
| 1 0 0
| —1/2 1/2 0| — BEWES
| -3 0 1
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1/8 1/8 1/4
1/8 —17/8 1/4
5/8 —11/8 1/4

o = O
_ o O

1/8 1/8 1/4
Por lo tanto, A™'=|1/8 —7/8 1/4
5/8 —11/8 1/4

El vector solucion es

T —1 /8 1/8  1/4
| =A1t| 3 | =]1/8 —7/8 1/4
T3 -2 5/8 —11/8 1/4
17

Recordemos que un sistema Ax = b es homogéneo si b = 6.

Muestre que el sistema
3x1 — cos(m) — bxry =1 — 2x3
4$3 - 5332 =T — 356'3

es homogéneo, si consideramos x;, x>y x3 como incdgnitas.

Solucion:
Desarrollemos el sistema
3x1 — cos(m) —bxy = 1 — 2x3

4333 — 51‘2 =T — 3IL'3

H164 1

1 -3 2 | 1 0 0
0 1 -1 | —-1/2 1/2 o —=F
0 0 4 | 5/2 —11/2 1
(1 -3 2 | 1 0 0
0o 1 -1 | —=1/2 1/2 0
0 0 1 | 5/8 —11/8 1/4
(1 -3 0 | —1/4 114 —1/2]
o 1 o | 1/8 —-7/8 1/4 | —
o o0 1 [ 58 —11/8 1/4 |
(1
0
0

3(1/4)

F3(1)+F,
F3(—2)+F

F>(3)+F

-1
3
-2

SN
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recordando que cos(m) = —1

3$1—(—1)—5£CQ:1—2$3
4333—51‘22331—3£L'3

3r1 — 529+ 2x3=0
:131+5332—7$3:0

En forma matricial
T
3 —5H 2 0
A—<1 5 _7),$— ) ,b—<0)
T3

Se observa que el sistema dado es homogéneo. |:|

21

Muestre que el sistema 2x; — a9+ 23 =5;321 —23=2; — 11+ %1’3 = a, Ccon

a # 0, no posee solucion

Solucion:

Escribamos el sistema 2r; — a9+ a3=5;3x1 —23=2; — 21+ %1’3 = a, con

a # 0, en forma matricial

2 -1 1 7 5
-1 0 % I3 a
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-1 0 35 | a -1 0 3 | a
0 0 0 [ 243a| =™ 0 _1 3 | 542
0 -1 3 | 5+2a 0 0 0 | 2+3a

Ahora, dado que a # 0, se tiene que 2 + 3a # 0.

Luego rango(A) = 2 # rango(A : b) = 3. Esto muestra que el sistema no posee
solucion si a # 0.

22

Explique si es verdad o mentira que si a + 3 = 0, entonces el sistema
x+ycos(a) =0
zcos(a) +y+cos(B)z=0
ycos(f)+2z=0

no posee solucion.

Solucidén:

Tenemos que de acerdo al enunciado

a+pB=0= 0= —a= cos(f) =cos(— a) = cos(a)

Calculemos el determinante de la matriz de coeficientes

—cos(2a) =0 = cos(20) =0 = 2a = (2k+1) 5 = a=(2k+1)]

Basta considerar a = g, para obtener g = — g y el sistema
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x4+ ycos(a) =0
xcos(a) +y+cos(f)z=0
ycos(B)+2z=0

se trasforma en

r=0
y=20
z=0

y este sistema es compatible determinado, es decir, posee solucion Unica |:|

23

Resuelva el sistema dado, suponiendo que c es constante.
3x1 — 4x9 + 13 = b6C

T — 3¢ = 4xy

Solucidén:

Escribamos el sistema en forma matricial :

3 —4 1 6c| _  RA(-13)+R|3 —4 1 6c
1 -4 0 3c 0 —-8/3 —-1/3 ¢

ra =rango(A) =2 =ry =rango(A:b) < N =3
Debemos fijar N —r, = 3 — 2 = 1incognita

Fijemos x5 , y despejemos x, de la segunda ecuacion obtenida :

8 1 —3c—:
—§.’L’2—§£B3:C$CL’2:—8 3 ;
—3c—x
_ 6e+d( —=—2 ) —x3
3x1—4x2+x3:60:x1:W:x1: ( 38 ) =
48¢c—12c—4x3—8x: 36c—12z: 3c—xs
Ty = o T lI= T g = Ty
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3c—x3

I 9
Finalmente, el vector solucion es | zo | = # ,r3 € R, y ademas c € R
I3 T3

constante D

24

Muestre que el sistema

20 +3y+z2=1

-2 3a
X~ pFY=a

siempre posee infinitas soluciones, con a constante real
Solucién:

Escribamos la matriz ampliada y calculemos los rangos

2 3 1 1 2 3 1 1
A:b) = 9 _3 _ Fi(1/5)+F, 3 1 1
( ) [ T Ta, 0 CL] 0 5(1 — CL) 3 a + g

De la dUltima matriz ampliada observamos que no importando el valor de a se
tiene que rango(A : b) =2 =rango(A) <n =3

De lo anterior, podemos concluir que el sistema posee infinitas soluciones.[_]

25

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones :

a) —3x+4y—1=2
6r—8y+3=a, aeR

b) 4t —2y+z=1—zx

z+y= —1
r=t+w
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Solucion:

a) —3x+4y—1=2
6r—8y+3=a, acR

—3r+4y =3
6r —8y=a —3

Tenemos que :
-3 4 x 3
=6 )= ()= ()

gy 3 4 3 e —3 4 3
<A'b)_(6 -8 a—?))_) (0 0 a+3)

i) Una solucion. Se debe dar r4 = rq, = n, pero ry = rango(A) = 1y n = 2, por
lo tanto, este sistema nunca tendra Unica solucion.

i1) Infinitas soluciones. r4 =74, <n

Para que r4 sea igual a r 4, debemos tener que a + 3 = 0, es decir a = — 3.

Por lo tanto, si a = — 3, entonces r4, =74 =1<n=2y el sistema posee
infinitas soluciones.

Obtengamos tales soluciones.Para ello debemos fijar n—ry,=2-1=1
incognitas.

Fijemos x.

3w tdy=3=y= 3K

() ()

i1i) Ninguna solucion. Para que el sistema no posea solucion se debe tener que
ra # rap, Para ello es necesario que a+ 3 # 0.Por lo tanto, si a+3#0, es
decir, a # — 3, entonces r4 = 1 # ry, = 2, y el sistema no tiene solucion.

b) 4t —2y+z=1—x
z+y= —1
r=t+w

H169 1



44 -2y+z+a=1
z4+y= —1
r—t—w=0

z Yy oow t
1 -2 0 4 1
A=|1 1 0 0 0
0 -1 -1 1
Luego
1 -2 0 4 1 1\
A:p)=11 1 0 0 0 —1]| =D
\0 0 -1 —-11 0
1 -2 0 4 1 1
0 3 0 -4 -1 =2
0o 0 -1 -1 1 0

Observamos que r4 = 3 = ry, < n = 5.Por lo tanto, el sistema posee infinitas
soluciones, y para obtener tales soluciones debemos fijar N —r4 =5—-3 =2
incognitas.

Fijemost y z.

El sistema equivalente que hemos obtenido es:

z—=2y+4t+z=1 (1)
3y —dt—x= —2 (2)
—w—t+x=0 (3)

De (2) despejamos y en funcion de ¢ y de x :

—244t
_ +3 +x (4)

De (3) despejamos w :
w=x—1
De (1)y de (4) despejamos = :

—2+4t4x
3

—1-4t—2x

—4dt—-—r=z= 3

z=142y—4t—r=2=1+2
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Obtenga los valores de a € Rtales que el siguiente sistema

3r1—x9+ax3 =0
Ty —x3=a+1
—axr1+xTr0o= —a

tenga: 7)Unica solucion, i7)infinitas soluciones, i) ninguna solucion.
Calcule las soluciones en el caso ii).

Solucidén:

3 -1 a 0 (3 -1 a 0 \

1

(A:b)y=| 1 0 -1 a+1 |- o L g9 g4

—a 1 0 —a/ \—a 1 0 —a/

3 =1 a 0 \ /3 -1 a 0
B0 % —1-5 a+1| - Fel3)[ % -1-% a+1

0 1-2 < —a) ko 0 3 a?-3a-3

i) Tendremos Unica solucion cuando r4 = 74, =n =3

Observamos que no importando el valor de a € R, siempre tendremos Unica
solucion, pues r4 = rango(A) =3, r4 = rango(A:b) =3y n=3. (El nimero
de filas distintas de la nula no depende del valor que tome «).

Los casos 7i) y i) hunca se daran. |:|
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Obtenga el(los) valor(es) de a, con a > 0, de modo que el sistema

ar—y =20
z —ay=0

posea infinitas soluciones
Solucién:
Un sistema homogéneo cuadrado posee Unica solucion cuando el determinante

de la matriz de coeficientes es distinto de cero, en caso contrario el sistema
posee infinitas soluciones.

= —a’+1=0=da’ =1=a=1Va= —1

a —1‘

Pero a > 0, luego existe solo un valor de a (a =1)para el cual el sistema
anterior posee infinitas soluciones [_]

29

Aplique el método de la inversa para resolver el siguiente sistema :
3r—4y+z= —1

r—y+z=4

—r+y= -3

Solucion:

[ 3 -4 1]
Observamos que A= | 1 -1 1
I
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Calculemos la inversa de A :

3 —4 1| 100
1 —-111] 01 0| —Hum
-1 1 0| 00 1
1 —4/3 1/3 | 1/3 0 0]
Fi(=1)+F
SRR B I UL
(1 —4/3 1/3 | 1/3 0 0]
0o 1/3 2/3 | -1/3 1 0| — BO
0 —-1/3 1/3 | 1/3 0 1]
(1 —4/3 1/3 | 1/3 0 0]
O 1 2 | _ 1 3 0 — F2(1/3)+F:3
0 —-1/3 1/3 | 1/3 0 1
(1 —4/3 1/3 | 1/3 0 0]
0o 1 2 | —1 3 0| — BEYHR
0 0 1 | o0 1 1]
(1 —4/3 1/3 | 1/3 0 0
O 1 0 | _ 1 1 _ 2 — FB(—1/3)+F1
0 0 1 | 0 1 1
(1 —4/3 0 | 1/3 —1/3 —1/3
o 1 0| -1 1 —2 | — B
0 0 1] o 1 1
-1 1 -3
La inversa estadadapor A'=| -1 1 -2
0 1 1
El vector solucion sera
z -1 1 =3][-1 14
z=|y|=A"%=| -1 1 -2 4 | =11
z 0 1 1 -3 1
14
Finalmente, == | 11| []
1
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Resuelva el sistema

31 — 229 = —x3+1
.’133—562:55131—6
To+ 3x3 =4z — 4

usando : a)Gauss b)Jordan

Solucion:

c) Cramer

Reordenando los elementos del sistema, se obtiene :

3r1 — 29+ 23 =1
—5$1—$2+$3:—6
—4x1 + 2190+ 313 = — 4

En forma matricial :

3 -2 1
A=| -5 -1 1|; xz=
-4 1 3
a) Gauss
3 -2 1
(A:b)=| -5 -1 1

T 1
9 | ; b= -6
T3 —4
F1(5/3) +F
=6 = pus) 4+

-4 1 3 -4

3 -2 1 1

13

3 -2 1 1

0 —13/3 8/3 —13/3

0 0 4313 -1
43/13373: —1=ax3= -3

~13/325+8/313 = — 13/3= —13/32y = —455/120 = 25 = 32

0 —13/3 8/3 —13/3| — PEY/I+E
0 —-5/3 13/3 —8/3

35
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35E1—2332+333—1=>3$1_1+43+43#3:131

T
Finalmente, el vector solucion es = =

b) Jordan

43
1

Recordemos que el método de Jordan tiene como objetivo diagonalizar, esto
significa que el método de Gauss nos entrega la primera parte del trabajo,
pues triangulariza superiormente la matriz, falta por tanto triangularizar

inferiormente.

B 1 1
0o —13/3 8/3 —13/3| — F3(—104/129) + F>
10 0 43/13 —1
B 1 1 1
0 —13/3 0 —455/129 | — F5(—13/43) +Fy
0 0 43/13 —1 |
(3 -2 0 56,/43
0 —13/3 0 — 455/129 | — Fy(—6/13) +F,
0 0 43/13 —1 |
3 0 0 126/43
0 —13/3 0  —455/129
0 0 43/13 1
126 _ 42
3xr1 = 3 T rTLT 5
13 455 35
T 3T2T T g9 T T27 g3
%Zl)g = -1= T3 = — %

T

Finalmente, el vector soluciones z = | x5 | =

T3

c¢) Cramer

H1/50
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3 -2 1|

|
|A|:} -5 -1 = ~94+8-5-4-3-30= —43
-4 1 3]
1 -2 1
-6 -1 1
g ol 7t L 3] 348-6-4-1-36 _ 42
L= 747 — —43 - —43 - 13
31 1
-5 —6 1
g (Dol |74 —4 3] —54-4420-24412415 _ 35
27 A T —43 - —43 — 43
3 -2 1
-5 -1 —6
poo [Bsl 174 L T4 124854418440 _ 13
37 141 — —43 - —43 43
42
1 43
Finalmente, el vector soluciones = = | x5 | = %
T3 13
43
31

Resuelva el sistema

201 —3xy + 23 = — 3

T, + dxg —x3 =4
3$1—2$2:1—$3

usando el método de Cramer.

Solucion:

El sistema dado se puede escribir como :
201 —3xy + 3= — 3

T+ dxg —x3 =4

3r1 — 29+ 23 =1

En forma matricial: Az = b, con
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A=11 5 —1|l,z=|x22|,b= 4
3 -2 1 T3 1
2 -3 1
Calculemos det(A) : |[A|=|1 5 —1|=10+9-2-15-443=1%#0
13 -2 1 |

Podemos usar el método de Cramer porque el sistema es cuadrado y ademas
det(A) #0

-3 -3 1|
4 5 -1
1 -2 1|
$1:'+:—15+3—8—5+6+12:—7
2 -3 1
1 4 -1
3 1 1
To = T =84+94+1-124+2+4+3=11
2 -3 -3
1 5 4
3 -2 1
T3 = T =10—-364+6+45+16+3 =44
I -7
Finalmente, el vector soluciones =z = |z, | = | 11 |:|
T3 44

32

Resuelva el sistema
r—3y+z=1
—r—2y+2z=0
%x—y—zzQ

usando el método de Cramer.
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Solucion:

Para ocupar el método de Cramer debemos asegurarnos que el sistema sea
cuadrado y ademas el determinante de la matriz de coeficientes debe ser
distinto de cero.

Efectivamente el sistema es cuadrado, pues el nUmero de incdgnitas es 3 y el
numero de ecuaciones es 3.

Por otro lado,

1 =3 1|
|A|=}—11 -2 1 }22—%+1+1+3+1:8—%:§7ﬁ0
2~ -1

1 -3 1|
0 -2 1|
g g = ALl 12 -1 —1] 964411 1 2
L= TAT — [A] N R E
2 2
|11 1
-1 0 1]
1 1 _9
R P P S S D e S S
Yy==o2 =777 = [A] =T 13 B = ~ 13
2 2
1 -3 1
-1 -2 0
1
= g — A8l 3 L2} 441416 =8 16
=¥ =TA4] T [A] = I3 =3 = 13
2 2
P . 2 _ 9 _ 16
Las incognitas tienen los valores x = 5, y= — 73, 2 = — 33
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS NO RESUELTOS

[11]

[16]

[18]

[19]

[20]

[27]

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Falso, puesZ:n—3y:2%—3%:1—1:07é1

2 10
2 -1 1 x 1
a)[1 1 1 yl|=10
3 0 -3 z 6
b)|A|= — 15
T 1
cyd)ly]=1| 0
z -1
Falso
_ 3tetwe—5e .  3tnt+wr—57 .
a)r =g T YT T gl

_ Ttm—te—3wr—3we+5571+35¢
Z= 487+24e

()6




[33] a) No
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GUIA DE PRACTICO N°4

VALORES Y VECTORES PROPIOS DE UNA
MATRIZ

Teoria
Valores y Vectores Propios de una Matriz

48 Valores y Vectores Propios de una Matriz

Sea A= (a;;) € M,(R). Se define el valor propio, valor caracteristico,
autovalor o eigenvalor de una matriz cuadrada A, como el numero real o
complejo A tal que

Az =)z

con x # 6, una matriz de orden n x 1, que se denomina vector propio, vector
caracteristico, autovector o eigenvector asociado a \.

49 Para calcular los valores propios es comun usar la ecuacion
|A —X|=0

que es una ecuacion polinomial cuyas soluciones son los valores propios de la
matriz cuadrada A, con I la matriz idéntica del mismo orden que A.

Para calcular los vectores propios asociados a una valor propio \ se resuelve
el sistema homogéneo :

(A-=A)z =0

y este proceso se repite para cada uno de los valores propios.
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EJERCICIOS

VALORES Y VECTORES PROPIOS

I DE UNA MATRIZ I

1 -1 0
[1] Muestre que los valores propios de la matriz ( -1 1 O) son 0, 1y 2
0 0 1

[2] calcule los vectores propios de A = [21% _12}

[3] Obtenga los valores propios de la matriz antisimétrica

0 1 -1
-1 0 1

1 -1 0

A=

[4] Calcule los valores y vectores propios de una matriz simétrica de orden 2
distinta de la nula.

[5] Analice la veracidad de la siguiente afirmacion:

1
[\/ﬂ es un vector propio de [g é] con valor propio asociado igual a — \/5

[6] calcule los valores propios de A = [Z Z} ,a € R—{0}
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[7] Muestre que si A € M,(R)es simétrica y con elementos de la diagonal
principal iguales, entonces sus valores propios son siempre reales.

[8] calcule los vectores propios de A = Ll) g}

[9] Muestre que si A es una matriz cuadrada de orden 2, tal que

I e S R AN
“iT1 ,Sii>j

entonces A posee sblo valores propios complejos.

1
[10] calcule los valores propios de la matriz A4 = {O
0

N O
|>—tO
—t

1

[1 1 ] Muestre que si A € M,,(R) posee valores propios A\, Ag, ..., \,,, €entonces
det(A) = A1 - Ay - - - Ay

[12] Sead = [?, é] . Obtenga los vectores propios de A

[1 3] Obtenga los valores y vectores propios de la matriz A =
4 -1 2

5 -7 7
4 -3 4

[14] Muestre que los valores propios de la matriz [i a], a € R, son

1
nUumeros reales.

[15] Analice la veracidad de la afirmacién: "Todas las matrices tridiagonales
poseen solo valores propios reales”.
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[16] Explique si es verdad o mentira que si A € M,(R) es tal que A2 = A,
entonces sus valores propios son siempre complejos.

[17] Muestre que si A= <(cZ Z) es una matriz con b#0 y m es una raiz
de la ecuacion bm? + (a — d)m — ¢ = 0, entonces a + bm es un valor propio de

. . 1
A con vector propio asociado v = (m)

[18] seaa= E é}

a)Una matriz A = (a;;) € M,(R) se dice diagonal estrictamente dominante ssi

n
laiil > Jaijl; i =1,2, ..., n.
=1

J#i
Muestre que A es diagonal estrictamente dominante.

b) Obtenga los vectores propios de A.
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PROBLEMAS RESUELTOS
VALORES Y VECTORES PROPIOS DE UNA MATRIZ

1 -1 0
Muestre que los valores propios de la matriz ( -1 1 0) son 0, 1y 2
0 0 1

Solucion:

-1 0
Calculemos los valores propios de A = ( -1 1 O)
0 1

~
Olr—t
—_
o |
—_
—_— O O
v
|
~
o O X
O > O
> O O

= (1- ) [(1—/\)2—1]=0:>(1—,\)=0 VI-A2-1=0

= AM=1VI-22+X2-1=0=X=1V A2 -2\=0

@)\1:1 \/)\(A—2)20¢)\1:0 V )\2:1\/)\3:2

1 -1 0
Esto muestra que los valores propios de la matriz ( -1 1 O) son 0, 1y

0 0 1
2. [
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2

Calcule los vectores propios de A = [3 1 }

1 -2
Solucién:
Calculemos los valores propios de A = [i’ _12}

3 1 1 0 3—A 1
Tl IR [ L
B=M(=2-N)=-1=0= —6-A+N-1=0=X2-A-T=0=>

1++/29
14 /1428 144/29 )\1:#
2 2 1_@
(A2 =
Calculemos los vectores propios asociados a \; = 1+2\/Tg :
_ 3—\ 1 rin| _ |0
(A—A1])$1—9=>[ 1 —2—)\1:|[51712:|_|:0 =
5 29
27 9 1 | _ |0
1 Q \/279 Z12 0
T2 2
Sia:%yb:%,setieneque:
a—1b 1 0] _ A(caspyern [0 @®=0+1 0
1 —a—b 0 1 —a—b 0
Pero: a>—b?+1=2 -2 1= 141=0

3311—(%+@)$12=0$$11=(5§+@)$12

5 29 5 V29
X = |:.’L‘11:| = [(§+T)x12] :$12[§+T ,iUlQG]R—{O}

T12 T19

1—4/29

Calculemos los vectores propios asociados a Ay = —;

B 3— A 1 xo1| |0
a2
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5 99 0
1 —3 T
Sla:%y b:%,setieneque:
a+b 1 0 _, B(—a—b)+F, 0 a?—b+1 0
1 —a+b 0 1 —a+b O

Sabemos ya que a? — b? + 1 = 0. Luego :

29 29
Za1 — (% - T\/_)$22 =0= oy = (% - T\/_)xm
V29 5 29
Ty = |:$21:| — - T)xﬂ =X 2 2 7$22€R_{0} D
I929 T99 1

/N
o[t

3
0 1 -1
Obtenga los valores propios de la matriz antisimétrica A= | —1 0 1
1 -1
Solucién:
0 1 -1
Calculemos los valores propiosde A= | —1 0 1
1 -1 0
i -1 -1
|A—)\I|:O:>‘ -1 —-Xx 1 I:o:» R R D Y = =
| 1 -1 =X |
A1=0

—MoBA=0= —AX2+3)=0={ A= —/3i

A3 = /3i H|
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4

Calcule los valores y vectores propios de una matriz simétrica de orden 2
distinta de la nula.

Solucion:

a

Sea A = [b

b e e
.| una matriz simeétrica de orden 2, con a, b 0 ¢ distinto de cero.

Calculemos los valores propios de A

2 -

(a—=AN(c—=AN)—-b=0=ac—(a+c) A+ = =0=

A= A|=0= D

£ o

a+c) £ +/(a+c)2—4(ac—b?)
2

)\2—(a+c))\+(ac—b2)20:>)\:( =

\ — (atc) £ \/a2—|—22ac+c2—4ac+4b2 )= (at+c) £ \/a22—2ac+02+4b2 N

(a+c) £ +/(a—c)?+4b?
2

A:

Notamos que los valores propios son reales, porque (a — c¢)? + 40> > 0

— )2 2 _ _ )2 2
Los valores propios son : A, = 4t é“ Sy, = 0t (2a c)*+4b
Calculemos los vectores propios
. /P NG
Sean P = (a—c)?+4b" 5 R=5-5-"5 ; S=5-5+°7
] /P
a— N\ b }{3?11]:{0]: %—%—T b 0 ., F(=b/R)+F
i b C — )\1 T12 0 b c _a @ 0
] 2
a ¢ P
27275 00
i 0 0 0
VP - —

3311(%—%— 5 )+b$12:0:>$12:%$11

H 188 N



T1 T11
J.x = = P 11 € R
1 |:$12:| %_%;—T i

De manera similar :

_ P

" b]ﬁﬂzﬁ}>%ﬁ+%: ’ O = B,
i b C—)\g 929 0 b g_%_i_@ 0

_a C \/F

2t 00

0 0 0

5

Analice la veracidad de la siguiente afirmacion:

1 . 0 1 . . .
\/5 €s un vector propio de 9 0| con valor propio asociado igual a — \/5

Solucion:

1
Comprobemos si Ax es igual a Az, donde A:[O 1],m:[\/§]y

2 0
A= —V2

o2 - 1]
e -4

-2

Finalmente notamos que Az # A x, Yy esto muestra que lo que se dice es

falso. [_]
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6

Calcule los valores propios de A = [Z Z] ,a€R—{0}

Solucion:

Calculemos los valores propios de A = [Z Z} ,cona # 0

2] -

(a—Na=N)—-—a>=0=>a>-2aA+ XN -a’=0= )N -2aA=0=

|A— M| =0= 0 a—2

[a—)\ a ”20:
)\()\—2a):0:>)\1:0() Ao = 2a

Finalmente, los valores propios de A= {Z Z], con a#0 son A\ =0y

)\2:2CL D

7

Muestre que si A € M, (R) es simétrica y con elementos de la diagonal principal
iguales, entonces sus valores propios son siempre reales.

Solucion:

Sea A:(

a
b

elementos en la diagonal principal iguales.

b . .
a), con a € Ry beR,una matriz de orden 2 simétrica con

Calculemos los valores propios de A

a— A b

|A—=AI|=0= b 4\

‘:()#(a—)\)(a—)\)—b2:0:>
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a?—2a X+ X -0 =0= X —2aA+(a®>—b*)=0=

_ 2a%/4a?—4(a’-b?)

2a & \/4a?—4a%+4b? 2a £ \/ 4b?
5 = ) = )\ = —a

A 2 2

= A\

204208 ~ 2(a=+]b]) AM=a+ |b]eR
A= P AT T :i{&:a—|MeR

Lo anterior muestra que si A € My(R)es simétrica y con elementos de la
diagonal principal iguales, entonces sus valores propios son siempre reales. |:|

8

Calcule los vectores propios de A = [(1) g]

Solucion:

Calculemos los valores propios de A = [(1) g]

Dado que la matriz A es triangular sus valores propios son los elementos de la
diagonal principal, es decir, A\ =1y Ay =2

Calculemos los vectores propios asociados

(- (- (5 (-0
-

De la segunda ecuacion se tiene que b =0. Luego los vectores propios
asociados a \; = 1son v; = (Z) = (g), cona # 0
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(6005 - ()
(060

De la primera ecuacion se tiene que -

=0, es decir, ¢=0. Luego los
vectores propios asociados a Ay = 2s0n vy, = (ccl) = (2), cond #0 |:|

11

Muestre que si A € M, (R) posee valores propios A;, Ay, ..., A,,, entonces
det(A) = )\1)\2 .o ')\n

Solucién:
Sabemos que

det(A=XI)=A—=A)Aa—=X) - - - (N, = X)
pues A\, \a, ..., A\, son las raices del polinomio anterior.

Luego, si consideramos en la expresion anterior que M\ = 0, entonces
det(A) = )\1)\2 o >\n

12

2 1

Sea A = [3 6

} . Obtenga los vectores propios de A.
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Solucién:
Antes de calcular los vectores propios de A, debemos calcular sus valores
propios.

2 1 1 0 2—-A 1
a-ar=o= |3 g]-aly 1][=0=] 750 ¢ 14 ]]-0=

2-XN6-X)—-3=0=12-8A+X-3=0=XN-8\+9=0=

_ 8+4/64-36

A 2

=\ =

8+ /28 M =4+7
==
o =4—+/7

Calculemos los vectores propios.
Para \ =4 + ﬁ :

(A—M\I) [21] _ [8] N [2—43—\/? 6_41_ \ﬁ] [ii] - [8] =

Y] -

Sabemos que este sistema posee infinitas soluciones, eso significa que podemos
quedarnos con cualquiera de las dos ecuaciones y despejar una incognita en
términos de la otra.

De la primera ecuacion, fijando z; :

(—2—ﬁ)$11+$21 :0:>.’1321 = (2—|— ﬁ)xn
Por lo tanto, los vectores propios asociados a A\ = 4 + \ﬁ son :

o R o L P

Para \, =4 — /7 :

(A_AQI)[Q;12]:{0}$[2_4+W 1

T2 0 3 6—4++/7
A= [
3 2+ /7| L2 0

De la primera ecuacion, fijando zi, :

)= 1o)=
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(—2-1-\/?)33124-5822:0#:622: (2—\/?)3312

Por lo tanto, los vectores propios asociados a \y = 4 — \ﬁ son :

BZ} N { (2—3:\7?)3712} :3312{ 2—1\/?} d

13
5 -7 7
Obtenga los valores y vectores propios de lamatriz A= |4 -3 4
4 -1 2
Solucién:
5 =7 7
Calculemos los valores propiosde A= |4 -3 4
4 -1 2
5 -7 7 1 0 0]]
A=X|=0={4 -3 4| =)0 1 0||=0=
4 -1 2 00 1]
i5—)\ —7 7 i
|4 —3-)X 4 ‘:0:>(5—)\)(—3—>\)(2—)\)—112—28
| 4 -1 2—)\|

—28( =3 =M +4(B5-N)+282-))=0=
(—15—=22+A)(2-A)+20-4A=0=

— 30+ 1IN +4X2 - XN +20-4X=0= — XN +4\2+7X—-10=0
Observamos que \ = 1 es raiz del polinomio caracteristico

— AN +4AN 4+ TA - 10

Usando division sintética:
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— N HANZHTA—10: A —1= —X24+3)X+10
— N3 (N2

3A2 47X - 10
(5)3A2 — ()3

Por lo tanto,
— AN AN HTA =10 = (A — 1)( — A2+ 3\ + 10)
Asi, — XN +4N24+7A—10=0=>A—1)(—=A24+31+10)=0=

M=1, —A2+3X+10=0

Ahora: —)\2+3)\+10:0:>AQ—S)\—l():oi)\:—3i\/92+4(10) N

N==5
A:3i249:m:ﬁ:»{ S
Por lo tanto, los valores propiosson : A\; =1, Ay =5, A3 = — 2.

Calculemos los vectores propios.

ParaA; =1:
(A—A1])331:0=> 4 —3—-X\ 4 T | = 0| =
5-1 -7 7 o 0
4 —3—1 4 33'12 = 0 =
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4 =7 7| |z, 0
4 —4 4||zp| =10
(4 =1 1] [23 0
(4 —7 7]

4 _ 4 4 ~ FQl(—1)7F}1(—1)
4 -1 1)

Por lo tanto,

3$12 — 31’13 =0= T19 = T13

dryy —Tx19 + 7213 =0=4x1; — 7213+ 7213 =0=211 =0

Ty 0 0
L3 L3 1
Para Ao =5:
5— Ay
(A—AQI)$2:0=> 4
4
4 —-3-5 4 T
| 4 -1 2—5 Tog
(0 -7 7 ] [ay 0
_4 —1 —3_ T3 0
[0 —7 7] 0
4 -8 4 ~ Fs(=1) | 0
_4 —1 —3_ 4

Por lo tanto,

— Ty + Tx93 = 0 = T9o = T3

4 =7 7 4 -7 7
0 3 3| ~F(=2 0o 3 -3
0 6 -6 0 O 0
,IlgER—{O}
-7 7 Ty 0
_3_)\2 4 :1:22 == O =
0
=10 =
0
-7 7 0 O 0
-7 7 | ~FeCDl0 -7 7
-1 -3 4 -1 -3

43321 — T9oo — 3%23 =0= 45621 — T93 — 3%23 =0= 4%21 = 42723 = T91 = T93
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23 23 1
Para A3 = — 2
(A—A31)333:9=> 4 —3—=X3 4 Tgo | = 0| =
(5 —(—2) —7 7 24 0

7 —7 7] [ 0
4 -1 4|2y 0

(7 -7 7 T =77 \ 7T -7 7
4 —1 4| ~FeE0g 1 4~ 0 300
(4 -1 4 0O 0 0 0O 0 O
Por lo tanto,
Tx31 — T30+ Tx33 = 0= T3 + Tx33 = 0= 31 = — X33
332 = 0= 1230 =0
T3y — T3 —1
T3g | = 0 = T33 0 , I33 eR —{0} D
T33 T33 1
17

d
ecuacion bm? + (a — d)m — ¢ = 0, entonces a + bm es un valor propio de A con

Muestre que si A = (Z b) es una matrizcon b # 0 y m es una raiz de la

. . 1
vector propio asociado v = (m>
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Solucién:
Tenemos que
(2 ()~ (28
c dJ\m c+dm
y
vzt () = () = (amsme) = (2 ):
pues bm? + (a —d)m —c =0 = bm? + am = c + dm.

. . . a b
..Av:)\v,esdecw,)\:a+bmesunvalorproplodeA:(C d)l:l

18

2 1
Sea A = {3 6}

a)Una matriz A = (a;;) € M,(R) se dice diagonal estrictamente dominante ssi

n
laiil > Jaijl;i=1,2, ...,n.
=1
JF#i
Muestre que A es diagonal estrictamente dominante

b) Obtenga los vectores propios de A.
Solucién:

a) Verifiquemos si A es diagonal estrictamente dominante. Observe que n = 2.
2

i=1:lan|= [2[=2> 3" ai;| = [ae| = 1] =1
j=1

j#1
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2
i=2: |ap[=16]=6> 3% |a;| = |an|=[3] =3
j=1
Jj#2
De lo anterior, vemos que A es diagonal estrictamente dominante |:|

b) Antes de calcular los vectores propios de A, debemos calcular sus valores
propios.

2 1 1 0 2—-A 1
Y A R Y | R | S | BT

2-XN)6-XA)—-3=0=>12-8A+X-3=0=XN-8\+9=0=>

Xo=4—+/7

E 264—36:)\:812\/278:{>\1:4+\ﬁ

Calculemos los vectores propios.
Para \ =4 + ﬁ :

(A—M\I) [21] _ [8] N [2—43—\/? 6_41_ \ﬁ] [ii] - [8] =

-2 - \/? 1 Ti1| 0

3 2 — /7| Lr2 0
Sabemos que este sistema posee infinitas soluciones, eso significa que podemos
quedarnos con cualquiera de las dos ecuaciones y despejar una incognita en

términos de la otra.
De la primera ecuacion, fijando z; :

(—2—ﬁ)$11+$21:0:>{1321: (2—|— ﬁ)xn
Por lo tanto, los vectores propios asociados a A\ = 4 + \ﬁ son :

o R o L P

Para A\, =4 — /7 :
(A—Aﬂ)[ilﬂz[g}:,[%zl;ﬁ 6—41+\/?
IR AR
3 2+ /7| 22 0
H 1991

)= 1o)=




De la primera ecuacion, fijando x5 :

(—2-1-\/?)33124-5822:0#:622: (2—\/?)3312

Por lo tanto, los vectores propios asociados a \y = 4 — \ﬁ son :

BZ} N { (2—3:\7?)3712} :3312{ 2—1\/?} d
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS NO RESUELTOS
VALORES Y VECTORES PROPIOS DE UNA MATRIZ

[10]

[15]

[16]

1+4/13 1-v13

)\1:1,)\2: +\2/_; )‘3: %/_
0 1 0 O
, -1 0 1 0
Falso. Contraejemplo: 0 —1 0 1
0 0o -—-10

Falso. Contraejemplo: ((1) (1))
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GUIA DE PRACTICO N°5

| APLICACIONES

Teoria Aplicaciones

50 Codificacion y decodificacion de mensajes

Podemos codificar y decodificar mensajes usando matrices.

La primera etapa consiste en crear una tabla de equivalencias entre caracteres
y nUmeros.
La tabla que consideraremos es la siguiente

[0 =espacio 7=G 14=N 21=T
1=A 8=H 15=N 22=U
2=1RB 9=1 16=0 23=V
3=C 10=J 17=P 24=W
4=D 11=K 18=Q 25=X
5=F 12=L 19=R 26=Y
6=F 13=M 20=85 27=

La tabla anterior es arbitraria, pudiendo agregar o quitar caracteres, o
numerar de un modo distinto, si asi se quiere.

La segunda etapa consiste en convertir nuestro mensaje en una lista de
numeros, de modo que una vez que lo transformemos en una matriz M,,
podamos realizar el producto M, A, donde A es una matriz invertible de orden
n, elegida arbitrariamente por la persona que quiere codificar el mensaje. Si
el mensaje original no es lo suficientemente largo para completar la matriz, se
rellena con ceros.

Es habitual que la matriz A sea de orden 3, por simplicidad.
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El mensaje codificado M, habitualmente se expresa como una lista de niUmeros
ordenados en una matriz fila.

Para decodificar el mensaje, es decir, obtener el mensaje original, se calcula
M, = M, A"
donde A~!es la inversa de la matriz A.
Por ejemplo, codifiquemos el mensaje NOS VEMOS MANANA, usando la matriz
A= /(2) 1 (1)\ que posee inversa, pues det(A) = 1.

\], -1 0
Usando la tabla de equivalencias, obtenemos los nUmeros
[14, 16, 20, 0, 23, 5, 13, 16, 20, 0, 13, 1, 15, 1, 14, 1]
Tenemos 16 numeros, y la matriz M, debe contar con 3 columnas, por lo que
M, debe ser de orden 6 x 3. Comenzamos a completar la matriz desde la

esquina superior izquierda, es decir, posicion (1, 1), y luego avanzando fila por
fila.

14 16 20
0 23 5
13 16 20
Luego M, = 0 13 1
15 1 14
_1 O 0_6><3
(14 16 20] [52 10 16 ]
B 0| (01 O\ |3 o 1
ASt Me=MoA=10 13 1 \? L (1)}: 27 12 13
15 1 14 6 2 1
1 0 0] 0 1 0]

El mensaje codificado como matriz fila es
(52,10, 16, 51,18, 23,52,9, 16, 27,12,13,16,2,1,0, 1, 0]
Ahora si queremos decodificar el mensaje anterior, se ocupa la expresion

M,=M.A?
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Si calculamos A~! usando alguno de los métodos conocidos, se obtiene

10 1
At=[ 1 0 o0
—3 1 -2

(52 10 16]] (14 16 20|

5118 23| o 0 23 5

052 0 6| \ 13 16 20

tuego Mo =M A= 197 12 13 \_13 ! _02}_ 0 13 1

16 2 1 15 1 14

0 1 0 1 0 0

Esta dltima matriz se traduce a caracteres, usando la tabla de equivalencia,
comenzando desde el elemento en la posicion (1,1), y avanzando fila por fila.

51 Analisis de redes

Una red se compone de un numero finito de nodos, y de flechas que
interconectan estos nodos y que indican el sentido del flujo en cada nodo.

Es comun representar los nodos mediante circulos numerados, e indicar en las
flechas la cantidad de flujo que pasa por el camino asociado a la flecha.

La ley fundamental que rige a estas redes es:

“Lo que entra a un nodo es igual a lo que sale”

Esta ley permite en una red, generar para cada nodo una ecuacion, formando
de ese modo un sistema de ecuaciones lineales, que debemos resolver para

obtener los flujos desconocidos en cada camino indicado por las flechas.

Por ejemplo, si tenemos la red
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x1

|'/f3 |
-
se obtiene la siguiente informacién para cada nodo

Nodo 1: Entra 25 y sale 12 + z, es decir
250 =12+ T

Nodo 2: Entra 12 + z, y sale x3, es decir
12 4+ 29 = x5

Nodo 3: Entra z, y sale x,, es decir

r1 = Ty

Hemos obtenido el sistema de ecuaciones lineales

25 =12 + 24 (1)
12 + T9 = I3 (2)
Tr1 = T2 (3)

De (1): z; = 25— 12 = 13
De (3): xzo =21 =13
De (2): z3 =12+ 2, =12+13=25

Esto muestra que los flujos desconocidos son
331:13,1‘2:13 Yy T3 = 25

52 Balanceo de ecuaciones quimicas

Para balancear una ecuacidon quimica podemos utilizar el método algebraico,
que consiste en asignar incognitas a los distintos compuestos (que puede ser un
elemento) presentes en la ecuacion quimica,y luego multiplicamos cada
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incognita por el numero de atomos para cada elemento presente en los
compuestos, recordando que en una reaccion quimica se cumple la ley de
conservacion de la materia (Ley de Lavoisier), es decir, los reactantes deben
ser iguales a los productos, o expresado de otra forma, los reactantes menos
los productos es igual a cero.

El objetivo al balancear una ecuacion quimica es obtener los coeficientes
estequiométricos, que se corresponden con las incognitas asignadas a cada
compuesto.

Por ejemplo, para balancear la ecuacidon quimica
Cu+ HN O3 — Cu(NO3)s+ NO+ Hy O

asignamos a cada compuesto una incognita, es decir
x1Cu+ 9 HN O3 — 23 Cu (N O3)s + x4 N O 4 x5 Hy O

Ahora para cada elemento quimico escribimos la ecuacion correspondiente,
recordando que los reactantes menos los productos es igual a cero

Cu: x;—x3=0 (1)
H: z9—225=0 (2)
N:axy—2x3—24=0 (3)
O:3129—6x3—24—25=0 (4)

Escribiendo el sistema homogéneo anterior en forma matricial, se tiene

T1 To X3 Ty Ts

(1 0 -1 0 0 0

8 } 02 O1 —02 8 _, B(=1)+Fy; By(=3)+F)
ko 3 -6 —1 -1 0)

(1 0 -1 0 0 0\

00 2 21 o o=

\O 0O -6 -1 5 0}
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10 -1 0 0 O
|O 1 0 0 -2 0|
00 -2 -1 2 0
00 O 2 -1 0

Hagamos =5 = 2 (el sistema posee infinitas soluciones)
2xy = =1 =

x4—:v5:>.:c4—§a:5_1
— 23— T4+ 205 =0=203 =205 —ax4y=4—1=3= 23 = 3

2

Ty — 205 =0= 129 =225 =4

w

.:1:1—503:0:>m1:a:3:§
Reemplazando estos valores en la ecuacion quimica

2Cu+ 4HNO; — 3Cu(NO3); + 1N O +2H, 0
Ahora, dado que los coeficientes estequiométricos generalmente deben ser
numeros naturales, podemos multiplicar la ecuacion anterior por 2, obteniendo

finalmente

3Cu+ 8HN Oy — 3Cu (N O3); +2NO +4H, O

53 Conicas y Cuadricas

La ecuacion general de una seccion conica es

Ar? + Bay+Cy>’+Dax+Ey+F =0 (1)

donde A, B, C, D, E y F son constantes reales.

Si conocemos suficientes puntos del plano por donde pasa la conica, entonces

podremos obtener las constantes anteriores, y de ese modo determinar la
conica correspondiente.
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Por otro lado, la ecuacion general de una superficie cuadrica es
A+ By*+C 22+ Day+ Exz+ Fyz+Ge+Hy+1z2+J =0(2)
donde A, B, C, D, E, F, G, H, I y J son constantes reales.
Si conocemos suficientes puntos del espacio por donde pasa la cuadrica,
entonces podremos obtener las constantes anteriores, y de ese modo
determinar la superficie cuadrica correspondiente.
Al reemplazar las coordenadas de los puntos en la ecuacion (1) 6 (2),
obtenemos sistemas de ecuaciones lineales, cuyas incdgnitas son las constantes
de las ecuaciones anteriores.
Por ejemplo, para obtener la circunferencia que pasa por los puntos (3,3),
(4,2) y (4,4), debemos recordar que la ecuacion general de una circunferencia
es 2’+y’+Dx+Ey+F =0,y si reemplazamos las coordenadas de los
puntos dados en la ecuacion anterior, se tiene el sistema
9+494+3D+3E+F=0=3D+3E+F= —18
166+4+4D+2E+ F=0=4D+2E+ F = —20
16+16+4D+4FE+ F=0=4D+4FE+ F = — 32
En la forma matricial Az =15
(3 3 1\ (D\ (—18

4 2 1 E | = — 20
O AV A

|A|=6+124+16—-8—12—-12=2#0

Usando el método de Cramer

18 3 1
—20 2 1

p— 1232 4 1 -36-96-80464472460 _ _ 16 _ _ g

2 2 2

3 —18 1
4 —20 1

po 4 732 M —60-72-128480406472 _ _ 12 _ _ ¢

= 2 = 2 - T2
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3 3 -18
42 -20
4 4 -32| _j99 040

r_ _ —192-240-2884 14442404384 _ 48 _ o,

2 2 2

Luego, la ecuacion de la circunferencia es 2% 4 y> — 8z — 6y +24 =0

Si quisiéramos obtener la forma canonica, completamos cuadrados
24+ y? — 81— 6y +24=0= (22 —8z) + (y*> — 6y) = — 24 =

(—4)2+(y—3)2= —24+16+9= (z—4)2+(y—3)* =1

54 Recta de Regresion Lineal usando Minimos Cuadrados

Si nuestro objetivo es obtener la recta de regresion lineal y = a + bz, usando el
método de minimos cuadrados, entonces debemos considerar n puntos distintos
(T1,91), (T2,92), 0 (Tny Yn), CONN ALY 21 <2 < ... < Ty

Considerando lo anterior, la recta y=a+br de mejor ajuste tendra
coeficientes a y b dados por v = (AT A)~! ATy, donde

1 x (i
S Y2
a
v = ) A= y Y=
[b:|2><1
_1 LE"- nx2 _y”_ nx1

Por ejemplo, si tenemos el conjunto de datos experimentales siguiente

i 11 [2]3
|2 |47
v | —1]3]4

podemos obtener los coeficientes @ y b de la recta de regresion y = a + bx
calculando v = (ATA)~! ATy, con
-1
5
4

N R R

’ 7l
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1 2
111 3 13
AT R
2 4 7 L J 13 69
o 1] 69 —13
(474) —38{—13 3
T av-1 47 _ 1| 69 —131|1 1 1| _ 1|43 17 —22
(A7)~ 4 38[—13 3 |2 4 7]738| -7 -1 8

Finalmente a= — ‘11—8 , b= % y la recta de mejor ajuste para los datos
dadoses y=a+bx= — %Jr%x
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| EJERCICIOS

I APLICACIONES I

[1] silainversa de la matriz asociada a una palabra codificada de 9 letras,
—126 127 _44

11 2 1291 1201 1201
_ 1| 220 =81 2
usando A= |0 1 2|, es M '=| =% o @i |» €ntonces muestre
2 50 351 169  —307

12010 2582 12910
que la palabra original contiene una L

[2] El agua fluye a través de una red de tuberias, en miles de metros
cubicos por hora, como se muestra en la siguiente figura

1300 /N 2y e
(1) ()

Ia I3

a) Calcule el flujo de agua donde es desconocido.
b) Calcule el flujo cuando =5 = 200. Explique brevemente lo que sucede en este
caso.
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[3] El agua fluye a través de una red de tuberias, en miles de metros
cubicos por hora, como se muestra en la siguiente figura

1000 (\
— s

A

Ig

A

1000 /. )
! 200

a) Calcule el flujo de agua donde es desconocido.
b) Calcule el flujo cuando z3 = 0, x4 = 200. Explique lo que sucede en este caso.
c¢) Calcular el flujo de agua cuando =5 = 1400y x5 = 1000.

[4] El agua fluye a través de una red de tuberias, en miles de metros
cUbicos por hora, como se muestra en la siguiente figura
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ot
)
1o

500

a) Obtenga los flujos desconocidos

b) Calcule el flujo cuando =, = 1000y ¢ = 300. Explique lo que sucede en este
caso.

1 0 3
[5] DadalamatrizA=| 1 1 0] se obtiene el mensaje codificado
-1 2 1
1 1 1
zysiseusalamatrizB= |0 1 0 |se obiene w.
1 1 —1
(50 45 56 ]
62 9 92
Si T +y=1]32 82 36|, entonces muestre que el mensaje original
24 8 20
132 —16 64

contiene una U
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[6] oObtenga el mensaje
[21,2,13,12,59,87,41, — 18,21, —2,31,5, — 3,35,29,27,1,81,2,
2

decodificandolocon A= | —1 3
1 0

1

=~ O

[7] Muestre que el mensaje codificado
[4,32,36, —2,30,19,15, — 30,65,1, — 2,55,11,30,19],
1

usando A = 1 0
-1 2

2
, contiene exactamente 6 vocales

— o W

[8] Dada la red, con c; y ¢, constantes reales conocidas,

| /--1_-\'-.:= I ‘}r(/-r_,;ﬁ\]
NS NS
Ts I:/ 3'“\] T2
X N
(4 ) .
\:1_/_- T3 I\H_B_,/’J

calcule los flujos desconocidos.
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[9] Decodifique el mensaje :

[11,6, —9,21,21, — 16, 63,42, — 41,14, 5, — 13,40, 40, — 19, 36,32, — 20, 32, 32,
—20,36,16, — 36,14, 5, — 13, 20,20, — 20]

1 1 -1
usandolamatrizA={1 0 -1
1 1 0

[10] Muestre que al decodificar el mensaje |21, 3,4, 37,26, — 21],
1 2 -1

1 —1 0 |, encontraremos una T

-1 2 1 }

con A =

[11]  Codifique el siguiente mensaje "EL SEGUNDO CERTAMEN ES FACIL",
1 -1 2 0

3 1 1 0
usando A = 0 1 1 3
0 0 1 -2

[12] Usando sistemas de ecuaciones lineales, balancee las ecuaciones
quimicas siguientes

a) Aly S3 + HyO — Al(OH)s3+ Hs S

b) Ky Cry Or + HI + HCLOy — K ClLOy+ Cr (CLOW)s + I + HyO
c)Cs Hi206 4+ 0y — Hy O+ C O,

d) Na+ Hy,O — NaOH + H,

e) Al+ HCl — AlCls + H,

H215 0



[1 3] Obtenga la ecuacion de la conica que pasa por los puntos (0,0), (1,0),
(271)7 (_172) y (_17 _1)

[14] Obtenga la ecuacion de una hipérbola que pase por los puntos (2,1),
(370)7 (_ 175) y (07 - 3)

[15] Obtenga la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos
(171)7 (_275) y (374)

[1 6] Obtenga la recta de regresion lineal si tenemos el conjunto de datos
experimentales siguiente

w11 |3 |4 |7 [8]10
v |20 18[12]10[9 5

[17] Usando el método de minimos cuadrados obtenga la recta de regresion
lineal para los datos

zi |1 |23 |4 [5 [6|7 |8
yi |15 5|18 (10|12 |8 |14 |6

[18] Obtenga la recta de regresion si conocemos los siguientes datos

7 ] 1 3 719
vi | —2| —4[5]|1

[19] Decodifique el mensaje :

[—15; —10; 25; —25; 1; 19; —2; —28; 30; — 36; 11; 4; 9; — 35; 17; — 18; — 2; 20]
1 -2 1

que se obtuvocon A=| —1 0 1 |, usando para calcular la inversa
—1 1 —1

a) operaciones elementales b) la adjunta
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PROBLEMAS RESUELTOS
APLICACIONES

Si la inversa de la matriz asociada a una palabra codificada de 9 letras, usando
—126 127 44

1 1 2 1291 1291 1291
_ -1 _ | 229 —81 2
A=10 1 2|, es M7' = Gits 1991 @ics |- €ntonces muestre que la
2 5 0 351 169  —307

12910 2582 12910
palabra original contiene una L

Solucion:
Sean M, el mensaje original y M. el mensaje codificado. Se tiene que :

MO'A:MC:A—l‘Mo—l:Mc—l:>M0—1:A.MC—1$MO:(A-MC—1)—1

126 127 44 ~10 215  —17
1 1 2 1291 1291 1291 1291 1291 1291
a1 | o229 =81 2 | 116 88 —61
Ahora, A-M, =10 1 2 6455 1201 6455 | — | 1201 1201 1291
2 5 0 351 169  —307 93 151 90
12910 2582 12910 1291 1291 1291
~10 215 —17 77!
1291 1291 1291 1 13 9
: (A a-1y-1 _ | 116 88  —61 _
Asl, My =(A-M)" = | 591 Too1 101 =7 1 2
—23  —151 90 12 5 20

1291 1291 1291

Recordemos la tabla de equivalencias

[0 =espacio 7T=G 14=N 21=T
1=A 8=H 15=N 22=U
2=0B 9=1 16=0 23=V
3=C 10=J 17=P 24=W
4=D 1=K 18=Q 25=X
5=F 12=L 19=R 26=Y
6=F 13=M 20=8 21=7

El mensaje es AMIGABLES , que efectivamente contiene una L |:|

_VAVE
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El agua fluye a través de una red de tuberias, en miles de metros cubicos por

hora, como se muestra en la siguiente figura

¥

1300 /7 T1 TN
= ] .I i | 2 )
N /S
)
I {? I3
e N
3 \' = 4
\_/ T4 \__/

a) Calcule el flujo de agua donde es desconocido.

b) Calcule el flujo cuando z3 = 200. Explique brevemente lo que sucede en este

caso.

Solucion:

Nodo 1: 1300 = 1+ X9
Nodo 2 : z; = 100 + x5
Nodo 3 : 100 + To = T4
Nodo 4 : x3 + x4 = 1300

Luego, el sistema a resolver es :

T, + 29 = 1300

r1 — Ty = 100

Tog — x4 = — 100

x3 + x4 = 1300

Matricialmente :
1 1 0 0 1300 1 1
1 0 -1 0 100 L Fi(-1)+F 0 —1
0 1 0 -1 —-100 0 1
0 0 1 1 1300 0 0

i)

1300

__1120000 _, B+

1300



[1 1 0 0 1300 ] [1 1 0 0 1300 W
0 —1 —1 0 —1200 ‘ 10 -1 —1 0 —1200

| | B(1)+F | |
0 0 -1 —1 —1300 0 0 —-1 —1 —1300
0 0 1 1 1300 0 0 0 0 0

Observamos que rango(A :b) =3 = rango(A) < n =4, por lo tanto, debemos
fijar n — r = 4 — 3 = 1incognita.

El sistema equivalente que resolveremos es :

z1 + 29 = 1300 (1)
— T9 — T3 = — 1200 (2)
—x3— x4 = — 1300 (3)
Fijemos xz,.

De (3) : x3 = 1300 — x4
De (2) : 23 = 1200 — x5 = 1200 — 1300 + x4 = x4 — 100
De (1) : x; = 1300 — x5 = 1300 — x4 + 100 = 1400 — x4

x 1400 — x4

a) El vector solucibn es: z = | 2| = | %~ 100 0
3 1300 — 24
Ty Ty

b) Cuando x5 = 200, se tiene que

r3 = 1300 — 24 = 200 = 1300 — x4 = x4 = 1300 — 200 = =, = 1100

l[i; ]l l[ 11410000_— 1110000 ]l { 1300000 ]l

= el T 1 1300=1100| = | 200
T4 1100 1100

De los 1300 que entran por el nodo 1 se distribuyen 300 para el nodo 2 y 1000
para el nodo 3, luego del nodo 3 salen 1100 para el nodo 4, que es alimentado
ademas por el nodo 2 con 200 que completan los 1300 que son expulsados por el

nodo 4 []
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El agua fluye a través de una red de tuberias, en miles de metros cubicos por
hora, como se muestra en la siguiente figura

1000 (\
— s

A

Ig

A

1000 /. )
! 200

a) Calcule el flujo de agua donde es desconocido
b) Calcule el flujo cuando z3 = 0, x4 = 200. Explique lo que sucede en este caso
¢) Calcular el flujo de agua cuando z; = 1400y x5 = 1000

Solucion:

Nodo 1: 1000 + x4 = 1 + x5
Nodo 2 : x1 = 500 + x4
Nodo 3 : 500 + x5 = x3 + x4
Nodo 4 : x5 + 23 = 800
Nodo 5 : 800 + x4 = 1000 + x4

El sistema asociado sera :

1+ Ty — Tg = 1000 (1)
Tl — To = 500 (2)
x3 + x4 — x5 = 500 (3)
Ty + 3 = 800 (4)
Ty — Tg = 200 (5)
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Matricialmente :

L6

T3 Ty Ty

Iy T2

_ Fug

1000
500
500
800
200

-1

0

-1 0 0

= K + +
T £ 8 7
= = L L
L 5 4 5]
e
| 7 i 7
I
o ) o
! ) o o
o OO Qo oo S o oo
£2228 8¥g2s %828 8¥ES8S
S im0, - | ®© — | ™ - | ™
Al Al — — Al Al —
— — — — o —
oo O A - OO O A - o0 O A - OO O A -
oo+ HO OO A HO oo+ HO oo H OO
— — — —
S | wo o S | WO o o | occo © | oo
—_— O OO =N =N =) === =) =N =N =)
L L
— N <o — NN <o — N <o — NN <o

Tz T3 T4 ZTs L6

I

1000
— 500

-1

1

-1 0 0 -1

0

300
200
0

2

fijar

Debemos

rango(A : b) = rango(A) =4 <n =6.

tanto,

lo
n —r =6 —4 = 2incognitas. Fijemos z3 y x4

Por
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De (4) : x4 —x¢ = 200 = x5 = x4 — 200

De (3): T3 — T5 + 26 = 300 = x5 = x3 + x5 — 300 =
5 = x3 + x4 — 200 — 300 = x5 = x3 + x4 — 500

De (2) — Ty — 25+ x5 = — D00 = 9 =500+ 6 — x5 =
T9 = 500 4+ x4 — 200 — 23 — x4 + 500 = 29 = 800 — z3

De (1): 1+ x5 — x5 = 1000 = 21 = 1000 + x4 — x5 =
z1 = 1000 4+ x4 — 200 — 23 — x4 + 500 = 21 = 1300 — z3

[2:] [ 1300—z3 | [ 1300 ] [ — 1] (0]
T9 800 — x3 800 -1 0
a) | = = = v +x ! + o1,
Ty o Ty o 0 3 0 4 11’
T5 r3 + x4 — 500 — 500 1 1
| Z6 | i x4 — 200 | _—200_ i 0 | _1_
r3, ry € R D
BN [ 1300 ]
To 800
. . I3 . 0
b)$3—0,1‘4—200 = 4 = 200
5 — 300
_xG_ - O =
El  flujo x5= —300 se da porque ingresa al nodo 1:

x¢ + 1000 = 0 4 1000 = 1000, pero el flujo z; que sale del nodo 1 se lleva 1300
quedando deficitario, es decir, necesitamos alimentar el nodo 1con un mayor
flujo de entrada ( a lo menos 300 mil metros cubicos por hora adicionales) |:|
c)xe = 800 — x3 = 1400 (%)

5 = 3 + x4 — 500 = 1000 (%)

De (x) se tiene que : x3 = 800 — 1400 = — 600
Reemplazando en (xx) :

x4 = 1000 + 500 — z3 = 1500 — ( — 600) = 1500 + 600 = 2100
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[2,]  [1300—(—=600)] [ 1900 ]
T 1400 1400
T3 — 600 — 600
Por lo tanto, o | = 9100 =1 2100 |:|
T3 1000 1000
|26 | | 2100—200 | | 1900 |

4

El agua fluye a través de una red de tuberias, en miles de metros cubicos por
hora, como se muestra en la siguiente figura

500

a) Obtenga los flujos desconocidos
b) Calcule el flujo cuando =4, = 1000y =z = 300.Explique lo que sucede en este
caso.
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Solucién:

a)

Nodo 1: 100 = z1 + 25 = x1 + 25 = 100
N0d02I$1+$3:$2:>331—{132+£C3:0

Nodo 3 : x9 + x¢ = x4 + 100 = 25 — 24 + 2 = 100
N0d042.’134+500:$3:>333—$4:500

Nodo 5 : x5 = x4 + 500 = x5 — x5 = 500

El sistema anterior escrito en forma matricial es :

T Xy T3 T4 Ty Te b
1 0 0 0 1 0 100] 1 0 0 0 1 0 100
1 =11 0 0 0 0 0o -1 1 0 -1 0 =100
0O 1 0 -1 0 1 100 —"0E0F1g 1 o —1 0 1 100
0 0 1 —1 0 0 500 0 0 1 —1 0 0 500
0 0 0 0 1 —1 500] 0 0 0 0 1 —1 500 |
1 0 0 0 1 0 100 | 1 0 0 0 1
0o -1 1 0 -1 0 =100 0o -1 1 0 -1
— PO 9 1 -1 —1 1 0 — BEUHR g g 1 -1 —1
0 0 1 —1 0 0 500 0O 0 0 0 1
0 0 0 0 1 —1 500 | 0 0 0 0 1
1 0 0 0 1 0 100 |
0o -1 1 0 -1 0 =100
— ABEDFB L 0 1 -1 -1 1 0
0 0 0 0 1 —1 500
0 0 0 0 0 0 0 |

Observamos que rango(A) = rango(A :b) =4 < n = 6.Debemos fijar 6 —4 =2
incognitas. Fijemos x5 y 4.

El sistema equivalente finalmente obtenido es :

x1 + x5 = 100 (1)
— X9+ T3 — Ty = — 100 (2)
T3 —x4— x5+ 26=0 (3)
Iy — Tg = 500 (4)

4
3
2
1

IL‘5:500+$6
T3 =x4+ 25 — T = x4 + 500 + x5 — x5 = x4 + 500
r9 = x3 — x5 + 100 = x4 + 500 — 500 — z + 100 = x4 — xg + 100

De (
De (
De (
De (1) : 21 = 100 — 25 = 100 — 500 — 2z = — 400 — x¢

):
):
):
):

H224 1



-33‘1 ] [ — 400 — Te |
) T4 — T+ 100
Por lo tanto, = = | 3 | = z4+ 500 H|
Ty T4
Iy 500 + Te
_x6 - - x6 -

b)Si x4y = 1000y x¢ = 300, entonces

T [ —400-300 | [ —700]
x9 1000 — 300 + 100 800
R 1000 + 500 _ | 1500
T | T 1000 ~ | 1000
Ty 500 + 300 800
| %6 | I 300 | | 300 |
x1 = — 700 significa que en vez de salir 700 mil metros cubicos por hora del

nodo 1, estos deben entrar al nodo, para compensar los 800 mil metros cubicos
por hora que salen |:|

5
1 0 3
DadalamatrizA=| 1 1 0/ se obtiene el mensaje codificado
-1 2 1
1 -1 1
zysiseusalamatrizB= |0 1 0 |se obiene y.
1 1 —1
[50 45 56 ]
62 9 92
Si T +y=1|32 82 36|, entonces muestre que el mensaje original
24 8 20
132 —16 64

contiene una U

Solucion:
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Sea z el mensaje decodificado, luego

A==
B=1y

N N

De (1) + (2) se tiene

Z(A+B)=% +y=z =(x +9)(A+B)!

1 0 3
Ahora: A+ B = 1 1 0} -
-1 2 1
o 1 -2
y (A+B)t=|0 0 %
1 1 5
4 T2 12
Por lo tanto, ]
50
62
Z=(Z +9)(A+B)"'= |32
24
| 32

(1)
(2)

1 -1
0 1
1 1
45 56
9 92
82 36
86 20
—16 64

== O O

Recordemos que la tabla de equivalencias es :

[0 =espacio 7=G
1=A 8=H
2=1RB 9=1
3=C 10=J
4=0D 1=K
5=F 12=1L

| 6=F 13=M

14=N
15=N
16 = O
17=P
18=Q
19=R
20=25

N~

wino

|oveol—

—_
[\

—_ O
OO N

[ 14

23

16

22
16
14
14

El mensaje es NUEV O INTENTO que efectivamente posee una U. |:|
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Obtenga el mensaje
[21,2,13,12,59,87,41, — 18,21, —2,31,5, — 3,35,29,27,1,81,2, —1,1],
2

decodificandolocon A= | —1 3
1 0

1

=~ O

Solucion:
Recordemos que la tabla de equivalencias es :

[0 =espacio 7T=G 14=N 21=T
1=A 8=H 15=N 22=U
2=0RB 9=1 16=0 23=V
3=C 10=J 17=P 24=W
4=D 11l=K 18=Q 25=X
5=F 12=L 19=R 26=Y
6=F 13=M 20=8 21=7

Calculemos la inversa de A, usando la formula A‘lzﬁAdj(A), con

Adj(A) = (cj;), para decodificar.

Al =24—3-4=17

011:(—1)1+1|A11|:‘?6 Z‘:m

621:(_1)2+1|A21|:_‘—01 i‘:4
031:(—1)3+1|A31|:‘_31 é‘:-g
612:(_1)1+2|A12|:_‘—11 2‘:4



2 1

022:(—1)2+2|A22|:‘1 4‘:7
2 1
n= (-1 anl = - | 2 = -1
-1 3
013:(—1)1+3|A13|:‘ 1 0‘:—3
2 -1
0232(—1)2+3|A23|:_‘1 0o |~ 1!
2 -1
033:(—1)3+3|A33|:‘_1 3 :5
12 4 -3
Luego, A‘lzﬁAdj(A):% 4 7 -1
-3 -1 5

(Observemos que si A es simétrica, entonces A~! también lo es. Esta propiedad
nos habria ahorrado el calculo de algunos elementos, por ejemplo,
ci2 = ¢ = 4)

Decodifiquemos a continuacion.

21 2 13] 13 5 0
12 59 87 722 20
41 —18 21 12 4 -3 21 1 0
=l -2 31 5 4 7 —1|=1|5 12 0
-3 35 2| -3 -1 5 1 12 7
27 1 81 5 2 19
2 -1 1 1 0 0

Usando la tabla de equivalencias, concluimos que el mensaje completo es : ME
GUSTA EL ALGEBRA ]
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Muestre que el mensaje codificado

[4,32,36, — 2,30,19,15, — 30,65, 1, — 2,55,11,30,19],

1 -2 3
usando A= | 1 0 0], contiene exactamente 6 vocales
-1 2 1
Solucion:
Tenemos que
0 1 0
_ 1 1 3
AT=178 2 s
i1 0 1
Luego
[ 4 32 36 ] [ 5 20 21]
—2 30 19 01 } g 1 13 16
15 —-30 65| -5 3 5!=/20 0 5
1 -2 55 oo 4 14 0 3
| 11 30 19 |1 26 16

Recordemos que la tabla de equivalencias es :
[0 =espacio 7T=G 14=N 21=T |
1=A 8=H 15=N 22=U
2=0B 9=1 16=0 23=V
3=C 10=J 17=P 24=W
4=D 1=K 18=Q 25=X
5=F 12=L 19=R 26=Y
6=F 13=M 20=8 21=Z7

El mensaje es
[5,20,21,1,13,16,20,0,5,14,0,3,1,26,16] = ESTAMOS EN MAYO

que posee exactamente 6 vocales |:|
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Usando sistemas de ecuaciones lineales, balancee la ecuacién quimica
siguiente

Cs H12 06 + Oy — Hy O + C Oy
Solucién:
Multiplicando cada compuesto por una incognita, tenemos que
x (Cs Hi2 Og) + 3y (0O2) — 2(Hs O) + w(C O9) =
C:6x—w=0
H:12x—-22=0
O:6x4+2y—2z—-2w=0

Escribamos el sistema anterior en forma matricial

6 0 O -1 0 6 2 -1 -2 0
20 -2 0 O0|—F3112 0 -2 0 O
6 2 -1 -2 0 6 0 O -1 0

6 2 -1 -2 0

HFl(—2)+F2;F1(—1)+F3 0 —4 0 4 0 —>F32
0 -2 1 1 0
My Yy z w

6 2 -1 -2 0 6 2 -1 -2 0
0 -2 1 1 0] —=HKR(-2+K[0 —2 1 1 0
0 -4 O 4 0 0 0 -2 2 0

ra =3 =1y, <N =4 = existen infinitas soluciones

Fijemos w
—2242w=0=z=w

—2y+zt+tw=0=22y=z24+w=>2y=2w=>y=w
6r4+2y —2-2w=0=0r=24+2w—-2y=6r=w+2w—-2w= 6 =w =
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Debemos elegir un valor de w € N de modo que las otras variables sean enteras
positivas. Si w =6, entonces xr=1,y=6 Yy z=6

Finalmente, la ecuacion balanceada es

CsHi06+60, — 6 H,O+6C 0y []

13

Obtenga la ecuacion de la conica que pasa por los puntos (0,0), (1,0), (2,1),
<_172) y (_17 _1>

Solucién:
Tenemos que la ecuacion general de una seccion conica es
Ar? + Bry+Cy*+Dx+Ey+F =0

Reemplazando las coordenadas de los puntos dados, en la ecuacion anterior se
tiene que

Para (0,0): F =0

Para (1,0): A+D+F =0

Para (2,1): 4A+2B+C+2D+E+F =0
Para ( — ,2) A—2B+4C —-D+2E+F =0
Para(—-1,—-1): A+B+C—-D—-E+F=0

Dado que F' = 0, el sistema anterior se reduce a

A+D=0
4A+2B+C+2D+E =0
A-2B+4C-D+2E =0
A+B+C—-D—-FE=0
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En la forma matricial Az =05

A B C D E

1 0 0 1 0 g 0
4 2 1 2 1|0
L o-2.4 -1 2 ||/ |0
1 1 1 -1 -1 ¥l 0

Este sistema es homogéneo, es decir, posee solucion.
Usemos el método de Gauss

1 0 0 1 0 | 0

le 22 411 21 ; I 8 _y Fu(=)+Fy; Fy (1) +F; Fi(—1)+Fy
11 1 -1 -1 ] 0

1 0 0 1 0 | O]

0 2 1 -2 1 | 0f_p,

0 —2 4 -2 2 | 0

0 1 1 -2 -1 ] 0

1 0 0 1 0 | O]

8 1 2 ;ll — g —2 1 I 8 N F2(2)+E3 ; FQ(—2)+F4
0 2 1 -2 1 | 0

1 0 0 1 0 | 0

01 1 =2 =1 |0} _p,
00 6 -6 0 | 0

00 —1 2 3 ] 0

[1 0 0 1 0 | O]

00 21 2 3 | oo
00 6 —-6 0 | 0]

A B C D E

[1 0 0 1 0 | O]

01 1 -2 —11]0

00 —1 2 3 ] 0

0 0 0 6 18 | 0]
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Como existen infinitas soluciones, debemos fijar una incognita. Fijemos E

6D+ 18E =0=6D = —18E =D = —3F

—C+2D+3E=0=C=2D+3E=(C= —-6FE+3E=(C= —3F

B+C-2D-F=0=B=2D+F—-(C=B= —-6E+F+3E=B= —2F

A+D=0=>A= —-D= A=3F
Ahora si consideramos que £ =1, entonces A=3,B= —2,C= —-3,D= -3
y F=0

Esto significa que la ecuacion de la conica buscada es

302 — 2y — 3¢y -3z +y=0 [_]

17

Usando el método de minimos cuadrados obtenga la recta de regresion lineal

para los datos

zi |1 |23 (4 |5 |6]|7 |8
yi | 151518 |10

Solucidén:
Recordemos que la recta y = a + bx de mejor ajuste tendra coeficientes ay b
dados por v = (AT A)~! ATy, donde

(1 ] [y ]
S Y2
a . .
v = ,A: 5 y:
[b:|2><1 ' .
_1 LE”- nx2 _y”_ nx1
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Es decir, n =8, v = [

1
TA
AT A = L
(ATA)
(ATA)_lAT:
1 [ 204
336 | — 36
1 [ 168
336 | — 28

v = [“] — (ATA) ' ATy =

b

168

1
336 | — 98

336

184

[ 4524

~ 336

-]

La recta de regresion lineal es y =

13.46428571
—0.547619047

e e el e e

T
I = B N I I e

e e e e

_ L
~ 336

- 12
12

—12
12

a
’ A=
b:|2><1
1 11 1 1 11
2 3 4 5 6 7 8
g 204  —36
T 1632—1296 | — 36 8
-36(]1 1. 1 1 1 1 1
8 1 2 3 4 5 6 7
132 96 60 24
—-20 —-12 —4 4
132 96 60 24
—-20 —-12 —4 4

4524
336

15

18
10
12

14

[8 36
~ 36 204

204
— 36

1
g| =
— 48
20

— 48
20

184
336

H2340
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28

— 84
28

» [

15

18
10
12

14

1

~ 336

|

4524
— 184
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Decodifique el mensaje :

[—15; —10; 25; —25; 1; 19; —2; —28; 30; — 36; 11; 4; 9; — 35; 17; — 18; — 2; 20]
1 -2 1

que se obtuvocon A=| —1 0 1 |, usando para calcular la inversa
—1 1 —1

a) operaciones elementales b) la adjunta

Solucion:

Notemos que: |[A|=0+2—-1-0—-1+2=2+#0, esto significa que A~!
existe.

Calculemos la inversa de A usando :

a) operaciones elementales

1 -2 1 : 100
-1 0 1 0 1 0] — PO+ (1)+F
-1 1 -1 : 00 1
[1 -2 1 : 1 0 0 1 -2 1 : 1 0 0
0 -2 2 : 1 10|—="0E20 1 -1+ —1/2 —1/2 0
0 -1 0 : 1 0 1 0 —1 0 1 0 1
1 -2 1 : 1 0 0
— BUO+E g 1 -1 : —=1/2 —=1/2 0 _, B(-1)
o 0 -1 : 1/2 —1/2 1
1 —2 1 : 1 0 0
0 1 -1 - —1/2 —1/2 0 _ B+ F(-1)+F
0 0 1 —1/2 1/2 -1
1 -2 0 : 3/2 —1/2 1 1 00 ~1/2 —1/2 -1
o 1 0 : -1 0 1| = PROHR g 1 0 . -1 0o -1
0o 0 1 ~1/2 1/2 -1 0 0 1 —1/2 1/2 -1
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—1/2 —-1/2 -1

LA = -1
—1/2

b) adjunta

C11 = ( - 1)1+1 |A11 | =

o= (=12 |Ap| = —‘

C13 = ( - 1)H3|Al3| =
Co1 = ( - 1)2+1 |A21 | =

Co2 = ( - 1)2+2|A22| =

c3 = (=1 A | = —

e =(— 1P Ay | =
e = (— 1P| A | =

C33 = ( - 1)3+3|A33| =

| Al
~1 -1 =2
1
1l-2 0o -2
-1 1 =2

Decodifiquemos el mensaje.

M, = Mc Al =

~15 —10

~25 1

92 _—928

Mo=1 _36 11
9 —35

| —18 -2

0 -1
1/2 -1
0 1
IR
-1 1
1 _1‘ —(1+1)= -2
-1 0
—1 1‘__1
-2 1
e
1 1
* _1\__1“_0
1 -2
1 1 ‘_—(1—2)_1
-2 1
R
1 1
—| 1 1‘_—(14—1)——2
1 -2
-1 0 ‘__2
) C11 C21 €31
Zm Cl12 C2 C32| =
Ci3 C23 (33
—1/2 —1/2 -1
= —1 0 —1
—1/2 1/2 -1
25 | 5
Wiro1e 12 -1 2
30 14
4 —1 0 -1 = 5
17 —1/2 1/2 -1 929
20_ 1

H 236N
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Usando la tabla de equivalencias

[0 =espacio 7=G 14=N 21=T
1=A 8=H 15=N 2=U
2=1B 9=1 16=0 23=V
3=C 100=J 17=P 24=W
4=D 11=K 18=Q 25=X
5=F 12=L 19=R 26=Y
6=F 13=M 20=85 271=Z7

se tiene que el mensajees: £ES BUENO ESTUDIAR |:|
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS NO RESUELTOS

[8]

[9]

[10]

[11]

[12a)]

[12b)]

APLICACIONES

Si ¢; # 0, entonces el sistema no posee solucion.

Si ¢ = 0, entonces el sistema posee infinitas soluciones

T Iy
1) Z5
r3 | = | co+x5 |, 25 €R
Ty C2
5 Ts5

DEBO ESTUDIAR TODOS LOS DIAS

EXITO, que incluye una T

[41,7,42, — 40, 26,24,9,38,52,12,27, — 6,62, 35,9,61,28,6, 1
7,42,65,15,36, — 12,10, 11,8, 3]

Aly S5+ 6 H,O — 2 Al (OH)3+3HQS

KQCT‘QO7+6HI+8HCZO4 —

2KCZO4—|—2CT‘(CZO4)3+3IQ +7HQO
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[12d)]

[12e)]

[14]

[15]

[16]

[18]

2NCL+2H20 — 2NCLOH+H2

2Al1+6 HCl — 2AlCI3+ 3 Hy

Por ejemplo: 62% +4zy —y?> — 22 +y +12=0

1722 +17y% — 11z — 123y + 100 = 0

_ 7324 186
= 345 115
3 15

Yy=1—717
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